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مقدمة 


نظرية الاحتمال ترجع بداياها ألى أوائل القرن السابع عشر كنتيجة لدراسة بعض 
العاب الحظ المختلفة ولكن لم يوضع فا مسلمات ألا في العشرينات والثلاثينات مسن القرن 
العشرين , وتعتبر نظرية الاحتمال الآن من الفروع الهامة في علم الرياضيات » ولقد اتسسع 
نطاق تطبيقها ليشمل العديد من العلوم الطبيعية والاجتماعية والاقتصادية والسياسية بل ويمكننا 
القول أن الاحتمالات موجودة معنا كل يوم » فمئلا توقعات الطقس في نشرات الأحوال 
الجوية ني الأخبار التى على مسامعنا يوميا تعتمد أساساً على الاحتمالات . واستطلاع رأى 
الجمهور في شأن ما يعتمد أساساً على الاحتمالات » وشركات التأمين تعمد أساساً على 
الاحتمالات في دراسة العمر المتوقع أو المخاطر المحتمل حدوثها للأشياء التي يتم التامين عليها 
بل واكثر من ذلك فإن كل منا يطلق -خياله العنان في تقدير احتمال نجاحه أو فشله في أمر ما 
من أمور الحياة سواء المتعلقة بالدراسة أو العمل أو ما شابه ذلك . 

وفى بعض الأحيان يصدر عن العديد من الأشخاص بمستوياتم الثقافية والعلمية المختلفة 
عبارات وتساؤلات تحمل في معناها مفهوم الاحتمال ؛ فمثلا أن يقول أحدهم " هناك 
احتمال بنسبة 8090 أن يتحسن الطقس غدا " أو يقول آخر " هناك احتمال قوى 
للحصول على تقدير ممتاز في الامنحان " أو يقول ثالث ” احتمال النجاح في المشروع اكبو 
من احتمال الفشل ” أو يقول رابع " يوجد احتمال ضعيف للإصابة بالمرض ” وهكذا . أذن 
يمكننا القول بكل ثقة أن الاحتمالات موجودة وتعيش معنا كل يوم , لذلك نمجدأنهمن 
الواجب بل ومن الضروري أن نتعرف بالتفصيل على ما تحمله كلمة الاحتمال من معفى 
ومفهوم خاصة وأفا أصبحت علم من العلوم الهامة . 

والهدف الأساسي من هذا الكتاب " مبادئ الاحتمالات " في جزئه الأول هو تقديم 
الاحتمالات بطريقة ملائمة واكثر فاعلية وذلك من خلال عدد كبير من الأمثلة التوضيحية 
والتمارين الجذابة والشيقة والتي تجعل دراسة التعاريف والنظريات والمفاهيم المختلفة في 
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الاحتمالات دراسة ممتعة ولتحقيق ذلك فقد تم وضع وتصميم واختيار الأمئلة والتمارين 
بالكتاب بعناية شديدة لضمان وصول جميع المفاهيم بصورة واضحة ومتدرجة إلى القارئ دون 
أي لبس أو غموض مما يئير حب الاستطلاع لديه وبالتالي يدفعه ذلك إلى البحث والتهب في 
نظرية الاحتمالات بحماس وقوة شديدين دون ملل . 

وثما لا شك فيه أنه عند تأليف كتاباً في موضوع ما خاصة في الرياضيات فإن المؤالف 
يجد نفسه يصارع أمام قوتين متضادتين وكل منهما تحاول استمالته , وبالدسبة للقوة الأولى فهي 
التزعة الطبيعية لدى المؤلف لوضع الكثير والكثير من المعلومات في الكتاب انطلاقا من مبدأ أن 
كل شئ متعلق بموضوع الكتاب يكون مهم ومن الضروري التعرض له في الكتاب » وأما عسن 
القوة الثانية التي تحاول استمالته فهي أن المؤلف يضع في اعتباره تصور واضح عن الهدف من 
الكتاب ومستوى اللمعرفة المطلوب تقديمه ويركز عليه وعلى جمهور الدارسين والقراء الذين 
سيوجه إليهم كتابه وهذا ما يدفعه إلى التعامل بعناية مع ما يذكر بالكتاب وما يستبعد مره 
خاصة وأن المعلومات متدرجة » وبكل تواضع أستطيع القول أنه في هذا الكتاب والذي وضع 
له اسم " مبادئ الاحتمالات " تم حل هذا الصراع المشار أليه والناتج من هساتين 
القوتين المتضادتين وهذا ما سوف يلاحظه القارئ والمعلم , فالكتاب متعدد الجوائب ويمكن 
للقارئ ( أو المعلم ) اختيار الأمثلة والتمارين التي يفضلها من مجموعة كبيرة من الأمنلة 
والعمارين وإذا كان من الضروري فيمكنه حذاف بعض الببس ود الفرعية أو النظريات 
لقراءقها ( أو تدريسها ) في مستويات مناسبة ولذلك يمكن القول أن الكتاب هو بمثابة دعوة 
للقراء بمستوياقّم المعرفية المختلفة للتعرف على الاحتمالات . 

و هذا الكتاب الذي بين يديك الآن يحمل اسم ” مبادئ الاحتمالات " في جرئه 
الأول . وقد تم تخطيطه بحيث يقدم الاحتمالات بصورة مبسطة لكن شاملة ومدعمة بالأمنلنة 
المختلفة من حياتنا اليومية بالإضافة إلى أمغلة عديدة تتعلق بالمفاهيم الرياضية المختلفة. وقد 
قسمت الادة العلمية لهذا الكتاب في جزئه الأول إلى أربعة فصول كتبت بطريقة متسلسلة 
تبرز الترابط بين كل فصل والفصل الذي يليه ؛ وكل فصل يبدأ بسسرد واضح ومفصل 
للتعاريف والنظريات والمفاهيم الأساسية مع أمثلة توضيحية متعددة وشاملة لكافة المفاهيم 
المختلفة لتدعيمها وفى فاية كل فصل وضعت تمارين تعتبر بمثابة مراجعة شاملة للمادة العلمية 
بالفصل وقد ذيلنا هذا الكتاب بملحق لتقديم مراجعة سريعة للمفاهيم الأساسية في المجموعات . 
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ولأن الاحتمال هو دراسة التجارب العشوائية لذلك كان من الضروري أن نخصص 
الفصل الأول من هذا الكتاب لدراسة التجارب العشوائية وهذا هو عنوان الفصل الأول فهو 
بعنوان " التعجارب العشوائية 1020611162145 12820011 " وفيه نتعرف على فضاء العينة 
بأنواعه المختلفة ونتعرف على الأحداث وكيفية تكوين الشجرة البيانية لحصر عناصر فضاء 
العينة للتجربة العشوائية كما نتعرف على علاقة الأحداث بنظرية امجموعات . وعند البدء في 
دراسة الاحتمالات فإن البعض قد يكون لديهم ميل في الاعتقاد بأن فراغ العية لأي تجربة 
عشوائية يكون دائما فضاء منتهى , أي به عدد محدود من العناصر , ولمعالجة ذلك تم وضع 
أمئلة توضيحية لتجارب عشوائية ذات فضاء عينة لا فائي سواء قابل للعد أو غير قابل للعد 2 
فمثلا تم وضع أمثلة لاختيار نقط بطريقة عشوائية من داخل فترة على خط الأعداد أو من 
مساحة لشكل هددسي في المستوى أو من حجم مجسم في الفراغ . 

وفى الفصل النابي ووفقا للتدرج الطبيعي فقد كان من الملائم أن يتعرف القارئ على 
طرق العد المختلفة وذلك لان الحاجة إلى التعرف على طرق العد تظهر ملحة كمتطلب أساسي 
للقارئ ليتمكن من ربط المفاهيم التي تعلمها في الفصل الأول وللتعرف على كيفية حساب 
عدد عناصر فضاء العينة في التجارب الأكثشر تعقيدا 2 ولذلك كان عنوان الفصل الثائ هو 
" طرق العد 81412005 001134188© " حيث تعرفنا على قاعدة الضرب و البدأ الأساسي 
للعد وقاعدة الجمع والتباديل والتوافيق والتباديل مع التكرار كما عرضدا المطضرق المختلفة 
لسحب العينات . 

والفصل الثالث بعنوان " دالة الاحتمال 10214101 205211169 "ونتعرف فيه 
على تعريف الاحتمال حيث تعرضنا للتعريف الكلاسيكي والتعريف التجريبي للاحتمال 
ووضحنا كيف أن كل من هذين التعريفيين لا يفي موضوع دراسة الاحتمالات وكذلك 
وضحنا التعريف الرياضي للاحتمالات المبنى على طريقة المسلمات حيث وضحنا لمقصود 
بطريقة المسلمات وتم تقديم مسلمات نظرية الاحتمال والنظريات الأساسية الناتجة من هذه 
المسلمات مع البرهان وكذلك تم تقد.م فضاء الاحتمال بأنواعه سواء المنتهى والمنتهى المنتظم و 
اللاهائي القابل للعد أو اللافهائي الغبر قابل للعد , ودراسة اتصال دالة الاحتمال وكذلك 
دراسة الأحداث ذات الاحتمالات 1 و0 حيث نتعرف على تجارب عشوائية يما عدد لا شهائي 
من الأحداث المختلفة وكل منها احتماله يساوى 0 وتجارب عشوائية يما عدد لا فمائي من 
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الأحداث المختلفة وكل منها احتماله يساوى 1 وهذا من شأنه إزالة أي التباس أو سؤ فهم 
عند دراسة الأحداث ذات الاحتمالات 1 , 0 وقدمنا خير توضيح لذلك وهو تجربة اخغتيار 
نقطة عشوائيا من داخل فترة . 

والفصل الرابع بعنوان " الاحتمال المشروط والاستقلال " ونتعرف فيه على تعريف 
الاحتمال المشروط وكيفية حسابه وتحديد فضاء العينة المختزل واستتخدامه بدلاً من فضاء العينة 
الأصلي للتجربة للوصول بطريقة مختصرة إلى الحل المطلوب وكذلك وضحنا نظرية حاصل 
الضرب للاحتمال المشروط ومفهوم الاحتمال الكلى وكذلك نظرية بيبز وتطبيقاقها وكيفية 
تمغيل شجرة الاحتمال واستخدامها في تمثيل التجارب العشوائية المتعددة المراحل . نتعرف أيضا 
في هذا الفصل على الأحداث المستقلة والتجارب المستقلة وفى كل هذا كانت الأمثلة العديدة 
أسلوبا وفجا لتوضيح كافة المفاهيم في كافة الببود من كل فصل من الفصول الأربعة . 


وأود أن انتهر هذه الفرصة لأتوجه بالشكر العميق إلى كل أساتذيّ الذين تعلمت 
على أياديهم في مراحل تعليمي المختلفة . 

وأتمنى أن يكون في هذا الكتاب النفع لجميع الدارسين ... والله من وراء القصد . . وهو 
يهدى السبيل . 


المؤلف 
دكتور / رأفت رياض رزق الله 
أستاذ مساعد بقسم الرياضيات 
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آله 
التجارب العشوائية - 


5 001 م3 1 


1[-قضاء العمنة والأحداث 5امعيع لمج معدوم5 مامديو5 


الاحتمال هو دراسة التجارب العشوائية » وللتعرف على التجارب العشوائية بما تحجويه 
من مفاهيم أساسية كفضاء العينة والأحداث فإننا نبدأ بتعريف التجربة العشوائية . 
: التجربة العشوائية ]3ع م1 182001 


التجربة العشوائية هي تجربة نعلم مسبقا جميع النواتج الممكنة لها ولكننا لا نعسرف 
أي أن ناتج التجربة لا يكون معروف بشكل حتمي لذلك ميت تجربة عشوائية . 
شال :١‏ 


- تجربة إلقاء عملة معدنية هي تجربة عشوائية حيث لا نعسرف أي 
النواتج سنحصل عليها هل صورة ( 11620 ) ويرمز ها بالرمر 
1 أو كتابة ( 1831 ) ويرمز نما بالرمر 1 أي أن نتيجة 
التجربة لا يكون معروف بشكل حتمي وأن كنا نعلم مسبقاً أننا 
سنحصل على أيامن النوائج صورة 55 أو ككابة 5 . 


- تجربة إلقاء حجر نرد لملاحظة العدد الذي يظهر على الوجه 
العلوي هي تجربة عشوائية حيث لا نعرف أي النواتج نخصل 
عليها فهناك ستة أرقام 6 , 4,5 ,1,2,3 يمكن لأيا منها 
أن يظهر على الوجه العلوي لحجر النرد أي أن ناتج التجربة 
لا يكون معروف بشكل حتمي وأن كنا نعلم مسبقاً نا 
سنحصل على أياً من الأرقام الستة 6 , 5 ,4 ,2,3 ,1 . 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


وف التجربة الأولى كانت النواتج التي يمكن الحصول عليها هي صورة 11 أو كتابة 1 وى 
التجربة الثانية كانت النواتج التي بمككن الحصول عليها هي 1,2,3,4,5,6 ومجموعة 
النواتج التي بمكن الحصول عليها في أي تجربة عشوائية يطلق عليها اسم فضاء العينة أو 
فراغ العينة . 


تعريف ؟ : فضاء العينة ( فراغ العينة ) 57266 5211121 
فضاء العينة لتجربة عشوائية هو مجموعة كل النواتج الممكنة للتجربة العثوائية 
ويرمز له بالرمز 5 وعدد عناصر فضاء العينة 5 يرمز له (8)5 . 

مثال ” : 

في هذا المثال نوضح فضاء العينة لبعض التجارب العشوائية 

- في تجربة إلقاء عملة معدنية مرة واحدة فإن فضاء العيئة يكون (11,1) 5 

ونلاحظ أن عدد عناصر فضاء العينة لهذه التجربة 2 - (58)م . 


0 في تجربة إلقاء عملة معدنية مرتين فإن فضاء العينة يكون (!111,11 ,818,11 - د 
ونلاحظ أن عدد عناصر فضاء العينة هذه التجربة 4- (رذ)م 
- في تجربة إلقاء قطعة نقود ثلاث مرات على التوالي فإن فضاء العينة 8 يكون 
( 111 ,1111 ,1131 ,11111 ,1111 ,11111 ,11117 ,111111 بدو 
ونلاحظ أن عدد عناصر فضاء العيئة هذه التجربة 8- (5)م 


- في تجربة إلقاء حجر نرد مرة واحدة فإن فضاء العينئة يكون 
(1,2,3.4,5.6) - 5 

ونلاحظ أن عدد عناصر فضاء العينة هذه التجربة 6> (28)5 . 

- في تجربة إلقاء عملة معدنية وحجر نرد على التوالي فإن فضاء العينة يكون 
(2,1314,15,16 16,111 .5 8 ,13,184 ,2 81,1 ؟ - 5 
ونلاحظ أن عدد عناصر فضاء العينة لهذه التجربة 2 > (2)5 . 

- في تبربة سحب ورقة من أوراق اللعب " أوراق كوتشيئة عادية " فإن فضاء العينة يتكون 
من 52 عنصر وذلك لان عدد أوراق الكوتشيئة يساوى 52 ورقة . 


؟ 


مبادئ الاحتمالاات 
وفضاء العينة ينقسم إلى ثلاثة أنوا ع حسب عدد عناصرهة 


التوع الأول : فضاء عينة منتهى 57266 52216 عانص”1 
وفى هذه الحالة فإن فضاء العينة يحتوى على عدد منتهى من العناصر . 


النوع الثابئ : فضاء عينة لافائي قابل للعد عع2م5 ادك عاتسماكه] عاطقغسسه©) 
وفى هذه الحالة فإن فضاء العينة يحتوى على عدد لا فمائى من العناصر لكنه 
قابل للعد . 


النوع الثالث: فضاء عينة لافائي وغير قابل للعد عع 2م57 . 5 ع)نستكه1 ع1اطه) م سمعمن] 
وق هذه الخالة فإن فضاء العينة يحتوى على عدد لا فائى من العناصر ولكنه غير 
قابل للعد . 


تعريف ”# : الأحداث الأولية ( البسيطة  )‏ 10762]5 /إ87)صع1221221 
كل ناتج أو عنصر من فضاء العيئة 5 لأي تجربة عشوائية يسمى حدث أولي أو 
حدث بسيط . 

مثال ": 


- في تجربة إلقاء عملة معدنية مرة واحدة فإن الأحداث الأوليةهي 11,1 . 
- في تجربة إلقاء عملة معدنية مرتين فإن الأحداث الأولية هي 111,11 ,111 ,1111 . 
- في تجربة إلقاء حجر نرد مرة واحدة فإن الأحداث الأولية هي 456 23 ,[1. 


تعريف 4 : الحدث المر كب 2 غ10962 001210010120 
الحدث المركب هواتحاد أي عدد من الأحداث البسيطة . 


تعريف ث : الحدث 611 17/] 
الحدث هو مجموعة جزئية من فضاء العيئة 5 لأي تجربة عشوائية ولذلك يسمى 
حدث عشوائي ويرمز للحدث بأحد الرموز الكبيرة | ..., ©, 8 , 4 أو 
... و ركو رة, رى ونقول أن الحدث قد وقع أو ظهر إذا ظهر أحد عناصره 
عبد أجراء التجربة . 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


وحيث أن المجموعة الخالية © هي مجموعة جزئية من أي نجمورعة. أيأن 8- 2 
وبالتالي فإن المجموعة الخالية © تمئل حدث يسمى الحدث المستحيل 175:14 11220551516 
وهى الحالة التى لا يكون فيها التجربة أي نواتج وهذا بالطبع مستحيل لذلك سمى بالحدث 
المستحيل وكذلك حيث أن أي مجمرّعة هي مجموعة جزئية من نفسها , أي أن 5ح 5 
وبالتالي فإن فضاء العينة 5 يمثل حدث يسمى الحدث المؤكد ‏ 1209614 عتدن8 وقدتم 
تسميته بالحدث المؤكد لأنه عند إجراء التجربة فلابد وان يظهر أحد عناصر فضاء العيبة 8 . 
ومجموعة كل الأحداث التي يمكن تكوينها من فضاء العينة 5 , أي مجموعة القوة من 5 تمثلى 
فضاء يسمى فضاء الحوادث ويرمز له (8)م . وفى حالة فضاء عينة 5 محدود يحتوى على 
عنصر فإن فضاء الحوادث (5)م يحتوى على "2 حدث . 


مثال © : 

في تجربة إلقاء حجر النرد مرة واحدة فقط فإن فضاء العيئة ‏ (41,2,3,4,5,6 8 
- الحدث 4 ظهور عدد زوجي يكون (2,4,6) دم 

- الحدث 18 ظهور عدد فردي يكون (1,3,5) 8 


- الحدث © ظهور عدد يقبل القسمة على 3 يكون (396) -0) 
- الحدث 1 ظهور عدد أكبر من 6 يكون © - (1 وهو حدث مستحيل . 
- الحدث 179 ظهور عدد اقل من 7 يكون 10-8 وهو حدث مؤكد. 
معال ه: 
في تجربة إلقاء قطعة نقود ثلاث مرات على التوالي فإن فضاء العينة 5 يكون 
( 1111111 ,1111 ,11111 ,1111 ,11111 ,8111 ,811111 ؟ 5 
- الحدث إل ظهور الصورة مرتين فقط هو 


(11111,11111,11111) - رم 
- الحدث و4 ظهور الصورة مرة واحدة على الأقل هو 
(115111,11111:11111,1111,11111,1111:1111) - وق 
- الحدث ول ظهور الصورة مرة واحدة على الأكثر هو 
(11151,1111,1111,111) - رق 
- الحدث ول ظهور الصورة مرتين على الأكثر هو 
(11111,111117,1111,11111,1111,17111,111) - بن 


ق 


مبادئ الاحتمالات 


مغال " : 


في تجربة إلقاء حجري نرد متميزين فإن فضاء العية يحتوى على 1لا عنصر كما هو موضح 


- الحدث | ظهور الرقم 3 على وجه حجر النرد الأول هو 
((3:,6) و(3:5) و(3,4) و(3,3) و(3,2) و(1و3)) - رهم 
- الحدث يه ظهور الرقم 3 على وجه حجر النرد الغا هو 
((5,3(:)6,3) و(4.3) ,(3,3) .(1,3(,)2,3)؟ - وهم 
- الحدث و4 ظهور الرقم 3 على أحد حجري النرد 
((2:3(:)4:3(:)5:3(:)6:3)و(3:4(:)3:5(:)3:6(:)1:3):و(3,1(,)3,2(:)3:3)) - وهف 
- الحدث ول ظهور نفس الرقم على حجري النرد 
((5:5(:)6:6)و(1)11(:)2,2(:)3:3(:)4,4 - بيذ 
- الحدث ج أن يكون مجموع العدديين الظاهرين يساوى 7 هو 
((1,6(,)2,5(,)3,4(,)4,3()5,2(:)6:1)) - وم 
- الحدث 6خ أن يكون مجموع العدديين الظاهرين أقل من 4 هو 
((1,1(,)1,2(:)2:1)) د وم 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


مقال 7 : 


صندوق يحتوى على 10 كرات مرقمة من 1 إلى 10 منها 6 كرات حمراء و الباقية يضاء . 


١‏ - إذا كانت التجربة هي سحب كرة عشوائياً من الصندوق وبفرض أن الكرات الحمراء تم 
ترقيمها من 1 إلى 6 والكرات البيضاء تم ترقيمها من 7 إلى 10 فإن فضاء العيئة 5 يكون 
0- (ره)م ,ى, (10, ... ,1,2:3) د ركه 
والحدث ه أن تكون الكرة المسحوبة حمراء يكون (4-141,2,3,4,5,6 والحدث 18 

أن تكون الكرة المسحوبة يضاء يكون [8-147,8,9,10 . 


؟ - إذا كانت التجربة هي سحب كرتين عشوائياً من الصندوق بحيث يتم إرجاع الكسرة 
الأولى المسحوبة قبل سحب الكرة الثانية فإن فضاء العينة 527 يكون 
0 ح- (ج5)ه , ( رذعطرة : (,2) 4 - رك< ركد - رهم 
والحدث © أن تكون الكرة المسحوبة أولا بيضاء يكون 
0- (©)ه ,ى (رد5ءط , (47,8,9,10عة : (طبة)) -© 
والحدث (1 أن تكون الكرة المسحوبة ثانيا “مراء يكون 
0 - (ط)مه ى ((41,2,3,4,5,6ء 5 و رد5ءة :(طرة)) -2 
والحدث 80 أن تكون كل من الكرتين بيضاء هو 
6 - (2))0 , ((47,8,9,10عط,ة : (ط,23)) -ير_ 
- إذا كانت التجربة هي سحب كرتين عشوائياً من الصندوق بحيث لا يتم إرجاع الكسرة 
الأولى المسحوبة قبل سحب الكرة الثانية فإن فضاء العيئة 891 يكون 
0 - (5)م 8 ا طعدة 0 رذع رةه : (طره)) - رلا رك - وم 
والأحداث 12,18 ,© المشار أليها في 2 تكون كالآنيَ : 


40-4-6 - (©)ه , ( طغدة , ر5ء ط, (47,8,9,10 ع2 : (طبة)) - © 
4 -(2)02 , (طعدة, (41,2,3,4,5,6)ء ط, روه ه : (طبة)) دم 


2 <-(0))صم .و ( ط**«دة,(7,8,9,10آ!عطرة : (ط,2)) -8] 


مبادئ الاحتماللاات 


مشال ث6 : 
للعائلات التي لديها طفلان بفرض أن الرمز 8 يعنى ولدا والرمز م يعنى بنساً فإنه مع 
مراعاة الأسبقية في الولادة فإن فضاء العيئة يكون 
(85, مع رع طوطط) 5 
- إذا كان الحدث إلى يعنى عدم وجود ولد للعائلة فإن (ع5 )د بم 


- إذا كان الحدث رى يعنى وجود ولد واحد على الأقل في العائلة فإن 
(طع رعط, طط )د رهم 
- إذا كان الحدث وى يعنى وجود ولد واحد على الأكثر في العائلة فإن 
(88 . طع , عط ) - وم 
- إذا كان الحدث ,ل يعنى أن المولود الثابئ ببت فإن 
(88. 58 )درم 
وللعائلات التي لديها ثلاثة أطفال فإنه مع مراعاة الأسبقية في الولادة فإن فضاء العينة يكون 
( 88 , طعقع , 8طع , ططع , 988 , طؤط ور قطط , ططط ) - 5 
وفي هذه الحالة فإن الأحداث ,4 , رخ , رخ , إلى السابقة تكون كالآن : 
(ع88 )حرم 
(طعع ,598 , ططع ,088 , طعط , قططر ططط ) داوم 
(ع858 وطعمع , عطع , عوط 1 عداو4 


( 558 , طقع , 5عط , طؤط ) - 
مقال 9 : 


في تجربة اختيار عددا عشوائيا من مجموعة الأعداد الطبيعية (1000, ... .,41,2,3 فإن 
فضاء العيبة 5 هو (1000, ... ,58-141,2,3 وعدد عناصرهة 1000 -(2)5 


- الحدث 4 اختيار عدد زوجي يكون (500 > تدك 1 ندر 2 )دم 
وعدد عناصره 500 - (02)4 
- الحدث 2 اختيار عدد فردي يكون (500 > م > 1 :22-1 د88 


وعدد عناصره ‏ 500 -(2)8 . 
- الحدث ') اختيار عدد يقبل القسمة على 3 يكون ( 333 > 10> 1 :320 ) ع © 
وعدد عناصره 333 -<(2)00 . 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 
منغال :٠١‏ 
عدد 2 قطعة نقود من فئة 25 قرش ١‏ 3 قطع من فئة 0 قرش . قطعة واحدة من فة 10 
قروش وأربعة قطع من فئة 5 قروش . عين فضاء العيئة للتجربة ثم وضح كل من الأحداث 
الآتية : 
١‏ أن يكون جملة المبلغ المسحوب 30 قرش بالضبط . 
؟ - أن يكون جملة المبلغ المسحوب أكبر من 30 قرش . 
* - أن يكون جملة المبلغ المسحوب أكبر من 30 قرش وأقل من 50 قرش . 
4 - أن يكون جملة المبلغ المسحوب 30 قرش على الأقل . 
ه - أن يكون جملة المبلغ المسحوب 30 قرش على الأكثر . 
الحل : 
نفرض الحدث 0© سحب قطعة نقود من فئة 25 قرش والحدث و سحب قطعة نقود مسن 
فئة 20 قرش والحدث "1 سحب قطعة نقود من فئة 10 قروش والحدث 0 سحب قطعة 
نقود من فئة 5 قروش . إذن عند سحب قطعتي نقود معدنيتين معأ عشوائياً فإن فضاء العيبة 
للتجربة يكون 
71*11 011,011,011 , 00 ) د 5 
١‏ -الحدث أن يكون جملة المبلغ المسحوب 30 قرش بالضبط هو 
1191 , 101 
؟ - الحدث أن يكون جملة المبلغ المسحوب أكبر من 30 قرش هو 
1911 071,01 , 00 
" - الحدث أن يكون جملة المبلغ المسحوب أكبر من 30 قرش وأقل من 50 قرش هو 
101701 
4 - الحدث أن يكون جملة المبلغ المسحوب 30 قرش على الأقل هو 
117191 ,01 ,011,01 , 00 ) 
ه - الحدث أن يكون جملة المبلغ المسحوب 30 قرش على الأكثر هو 
| "71117711 771 0017 


مبادئ الاحتمالاات 


مفال :١١‏ 
جموعة متمائلة من 7“١كارت‏ ملون با 3 كروت “قراء » 3 كروت زرقاء. 3 كروت 
بيضاء ؛ 3 كروت خضراء . ثلاثة أشخاص قام كل منهم على التوائلي بسحب كارت عشوائياً 
من مجموعة الكروت اكتب فضاء عينة مناسب هذه التجربة وأوصف كل من الأحداث الآتية : 

. الكروت مع الأشخاص الثلاثة من اللون الأحمر‎ - ١ 

؟ - الكروت مع الأشخاص الثلاثة من نفس اللون. 

- الكروت مع الأشخاص الثلاثة تختلفة الألوان . 

الحل : نفرض 7 ترمز إلى كارت لونه ا“قرء ٠‏ ترمز إلى كارت لونه ازرق ؛ +7 ترمز إلى 

52500 ترمز إلى كارت لونه اخضر . إذن فضاء العيئة 5 لتجربة قيام ككل 

من الأشخاص الثلاثة على التوالي بسحب كارت عشوائياً من مجموعة الكروت يكون 
(1-1,23. (8, ...5641# :(وا وير ,)5-1 

١‏ - نفرض الحدث 4 أن الكروت مع الأشخاص الثلاثة حمراء » إذن ((2,1,1)] - م 

؟ - نفرض الحدث 133 أن الكروت مع الأشخاص الثلاثة من نفس اللون » إذن 

( 12-1,23., (ع, 8,86 ) كع رع روات ب تر :( ول ريا غ2 )8-1 

” - نفرض الحدث © أن الكروت مع الأشخاص الثلاثة مختلفة الألوان , إذن 

( 1-123 8,709,857 ) > ب واوا رغ را :( و ريو )60-1 

مغفال ؟١:‏ 
مخزن للأجهزة الكهربائية به 30 جهاز راديو ؛ أراد أمين المخزن التحقق من صلاحية الأجهزة 
ومعرفة ما إذا كانت تعمل أو لا تعمل . أكتب فضاء عينة مناسب هذه التجربة ووضح الحدث 
ه أن كل الأجهزة تعمل والحدث 8 أن كل الاجهزة لا تعمل وكذلك الحدث © أن أول 

حمسة أجهزة فحصهم كانت لا تعمل بيدما باقى الاجهزة تعمل . 

الحل : نفرض أن إلا يرمز إلى الجهاز رقم 1 حيث 30 >1>1 وبفرض أن الرقم 0 
يرمز إلى أن الجهاز لا يعمل والرقم 1 يرمز إلى أن الجهاز يعمل ؛ إذن يمكن تعريف فضاء عينة 
8 للعجربة باصورة (0>1530 ,[(0,1) 85 :(وية ى ... وي 5)]-85 
إذن الحدث 4 هو ((1, ... ,1,1)) - 4 والحدث 8 هر ((0),... ,1)0,0 -8 
والحدث © هو ((1, ... ,4)0,0,0,0,0,1,1 © . 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 
مغفال "ا ١ا:‏ 
مصباحين كهربائيين وضعا في اختبار لمعرفة مدى صلاحية كل منهم وبفرض أن فترة التشغيل 
لكل منهم لن تتعدى 1600 ساعة , عرف فضاء عينة مناسب لهذه التجربة وأوصف كل من 
الأحداث الآتية : 
١‏ - كل من المصباحين يكون غير صالح للعمل في اقل من 1000 ساعة . 
؟ - كل من المصباحين يستمر صالح للعمل بعد 1000 ساعة . 
"؛ - أقل عمر لأياً من المصباحين يكون 1000 ساعة . 
4 - اكبر عمر لأيا من المصباحين يكون 1200 ساعة . 
الحل: 
نفرض أن 8 يرمز إلى فترة التشغيل للمصباح الكهربي رقم ؤ حيث 1>1>2 
إذن يمكن تعريف فضاء العيئة 58 للتجربة بالصورة 
( 1600 > ي< , 1600> نئ< :(1):2,,:<2]-ه 


1000 نفرض الحدث 4 هو أن كل من المصباحين يكون غبر صالح للعمل في اقل من‎ - ١ 
ساعة , إذن‎ 
يء , 1000 > ب :(2« .و ,* )4 - 4م‎ > 1000 ( 
. ؟ - نفرض الحدث 18 هو أن كل من المصباحين يستمر صالح للعمل بعد 1000 ساعة‎ 
إذن‎ 
8 ) ب >1000 , 1600 > بك 1000 : (يى,,؟)‎ > 1000 ( 
نفرض الحدث © أن أقل عمر لأياً من المصباحين يكون 1000 ساعة , إذن‎ - ٠" 


08 1600 > بيه > 1000 د ,<< :(ى؟) ) - © 
( 1600 > ب > 1000 - بع 


4 - نفرض الحدث (1 أن اكبر عمر لأيا من المصباحين يكون 1200 ساعة , إذن 
( 1200 ع به > يد 01 1200 ع يه > ,<< :(,5,,2) ! 1 


1١ه‎ 


مبادئ الاحتمالاات 


مثال :١5‏ 
بائع جرائد يبدأ يوميا عمله ومعه 40 جريدة . عرف فضاء عينة مناسب لتجربة معرفة أعداد 
الجرائد التي يبيعها في يومين متتاليين وأوصف كل من الأحداث الآتية : 
١‏ - بيع 5 جرائد على الأقل في اليوم الأول . 
؟ - بيع 5 جرائد على الأقل في اليوم الثاني . 
" - بيع 5 جرائد على الأقل في كل من اليومين . 
4- عدد الجرائد التى تم بيعها في اليوم الثابي أكثر من التى تم بيعها في اليوم الأول . 
ه- مجموع ما تم بيعه في اليومين اكبر من 60 جريدة . 
الحل: 
تفرض أن ,د يرمز إلى عدد الجرائد التي ببيعها في اليوم الأول » ,اد يرمز إلى عد الجرائد 
التي يبيعها في اليوم الثابي . إذن يمكن تعريف فضاء العينة 5 للتجربة بالصورة 
( 40 > يك 0 .و 40 > ب > 0 :(,* .و,* )) - هم 


١‏ - نفرض الحدث 8 هو بيع 5 جرائد على الأقل في اليوم الأول , إذن 
( 40 > يك 0 .ىو 40> >5 :(,#.*))- 4 


؟ - نفرض الحدث 8 هو بيع 5 جرائد على الأقل في اليوم الثابي . إذن 
( 40 > ي<> 5 و 40 > بلا > 0 :(ي« , رغ" ) ) - 85 


"' - نفرض الحدث © هو بيع 5 جرائد على الأقل في كل من اليومين , إذن 
( 40 > يك 5 ., 40> *: >5 :(ي5:, 5 ))- 8[]هى -©6 


4 - نفرض الحدث (1 هو أن عدد الجرائد التى تم بيعها في اليوم الثابئ أكثر من التى تم بيعها 
في اليوم الأول , إذن 


ه - نفرض الحدث 17 هو أن مجموع ما تم بيعه في اليومين اكبر من 60 جريدة . إذن 
(80 > ,2+ غ< > 60 :( .و5 )] -2]آ 
١,‏ 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 

مثغال ه١:‏ 

حافلة للركاب ( أتوبيس 815 ) تتسع لعدد 34 راكب . تتوقف الحافلة في تحطة كلية 

التربية ما بين الساعة السابعة 7:00 والساعة السابعة والنصف 7:30 صباحا من كل يهم . 

نفرض التجربة العشوائية التى تتكون من رصد عدد الركاب الموجود في الحافلة وقياس وقت 

وصول الحافلة إلى محطة كلية التربية . أكتب فضاء عينة مناسب لهذه التجربة ووضح كل من 

الأحداث الآتية : 

١‏ -الحافلة تصل إلى امخطة ويما عدد 29 راكب ما بين الساعة السابعة والربع 7:15 والساعة 
السابعة والنصف 7:30 . 

؟- الحافلة تصل إلى المخطة الساعة السابعة والثلث 7:20 . 

الحافلة تصل إلى الخطة الساعة السابعة والنلثت 7:20 وكا عدد 26 راكب. 

المحل: 

ساو شه 5 للتجربة العشوائية التى تغكون من رصد عدد الركاب الموجود في الحافلة 

وقياس وقت وصول الحافلة إلى محطة كلية التربية يمكن التعبير عنه بالصورة الآتية 

742271 . 0>1>34 :ك,1))-5 

والرمز 1 يمثل عدد الركاب في الحافلة في وقت الوصول إلى المخطة والزمن يعبر عنه بالرمز 

وهو مقاس بالساعات وكسورها . 

7:15 -نفرض الحدث 4 هو أن الحافلة تصل إلى المخطة ويا 29 راكب ها بين الساعة‎ ١ 
والساعة 7:30 . إذن‎ 


ا 
2 


1 :(,4-1)29 
؟- نفرض الحدث 13 هو أن الحافلة تصل إلى المخطة الساعة السابعة والنلث 7:20. إذن 
1 
( 0>1>34 دن 
#- نفرض الحدث © هو أن الحافلة تصل إلى المخطة الساعة السابعة والثنلث 7:20 ويما 
عدد 26 راكب. إذن 


1 
0-2 ))26,77( 


١5 


مبادئ الاحتمالاات 


في المثال السابق كانت التجربة العشوائية تتكون من رصد عدد الركاب الموجود في الحافلة 
وقياس وقت وصول الحافلة إلى محطة كلية التربية ؛ وعناصر فضاء العينة هذه التجربة تم تمثيلها 
بأزواج مرتبة (1,6) حيث الرمز 1 يمثل عدد الركاب في الحافلة في وقت الوصول إلى 
اخطة والرمز 1 يعبر عن زمن الوصول إلى امخطة وهذا الزمن مقاس بالساعات وكسورها ء 
وبناء على ذلك فإن فضاء العينة 5 للتجربة العشوائية تم التعبير عنه بالصورة 
( 741572 ثب 0>1>34 :(),4)1- 5 
والآن إذا مثلنا عناصر فضاء العينة هذه التجربة بأزواج مرتبة (1,16) حيث 4 هي عدد 
الدقائق بعد الساعة السابعة التي تصل فيها الحافلة إلى اخطة وبما عدد 1 من الركاب , فباء 
على ذلك فإن فضاء العينة *5 لنفس التجربة العشوائية يمكن التعبير عنه بالصورة 
(0>>30 , 0>1>34 :(),1))-*85 
ونتيجة لذلك فإن الأحداث ) , 18 , ف في المثال السابق يمكن التعبير عنها كالاتى : 
١-الحدث‏ 4 وهو أن الحافلة تصل إلى المخطة ويّما 29 راكب ما بين الساعة 7:15 والساعة 
0 أي أنها تصل ما بين 15 إلى 30 دقيقة بعد السابعة يكون 
( 15>1)>30 :(,4)29-م 
؟- الحدث 13 وهو أن الحافلة تصل إلى المخطة الساعة 7:20 أي بعد 20 دقيقة من السابعة 
( 0>1>34 :(1,20)+-<8آ]1 
«- الحدث © وهو أن الحافلة تصل إلى المخطة ويما عدد 26 راكب الساعة 7:20 أي بعد 
0 دقيقة من السابعة 


©-))26,20(( 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 
مثال :١5‏ 
نفرض تجربة قياس العمر الافتراضي للمصابيح الكهربائية التي تنتجها أحد المصانع . أكتب 
فضاء عينة مناسب هذه التجربة ووضح كل من الأحداث الآتية : 

. -الحدث أن المصباح الكهربائي يكون صالح لمدة 200 ساعة على الأقل‎ ١ 

؟ - الحدث أن المصباح الكهربائي يكون صا لمدة 1000 ساعة على الأكثر . 

م _الحدث أن المصباح الكهربائي يكون صا لمدة 5 ساعة بالضبط . 

+ - الحدث أن المصباح الكهربائي يكون صا لمدة تتراوح بين 400 ساعة و 600 ساعة . 
الخل: 
العمر الافتراضي للمصابيح الكهربائية يقاس بالساعات وكسورها ؛ إذن فضاء العيئة 8 هذه 
التجربة يكون ( 0 << : 2< 14 - 8 حيث ل« عدد حقيقي غير سالب يمثل الزمن مقاس 
بالساعات وكسورها من دقائق وثوابي . 
١‏ -الحدث 4 أن المصباح الكهربائي يكون صال لمدة 200 ساعة على الأقل . 

(200 <: :« )- برهم 
! الحدث و أن المصباح الكهربائي يكون صال لمدة 1000 ساعة على الأكثر 
( 1000 >« : » )ع رم 
*-الحدث وى أن المصباح الكهربائي يكون صال لمدة 465 ساعة بالضبط (465 4ح يه 
+ -الحدث 4خ أن المصباح الكهربائي يكون صال لمدة تتراوح بين 400 و 600 ساعة 
( 600 > > 400 :ع )4ع رك 

مثال ١7‏ : 
في تجربة إلقاء عملة معدنية باستمرار وحساب عده المرات اللازمة حتى يظهر وجه الصمورة 
لأول مرة فإن فضاء العينة هذه التجربة يكون (©, ... ,1,2,3)-8 حيث الرمزر م يمثل 
حالة عدم ظهور الصورة على الإطلاق على الرغم من إلقاء قطعة النقود عدد لافائي مسن 
المرات . وفى هذه التجربة فإن فضاء العينة يكون لا فائي قابل للعد وكل حدث أولى في 8 
عثل عدد مرات إلقاء العملة المعدنية حتى يظهر وجه الصورة لأول مسرة ء فمغلا الحدث 
(146 --. يعنى ظهور وجه الصورة لأول مرة في الرمية رقم 46 ؛ وهذه التجربة تعصبر 
مثالا لفضاء عينة لافائي قابل للعد عع8م5 ءامتطة5 عغتستكهآ علطقغمياه0) 


١ 


مبادئ الاحثمالات 


مثال 1١18‏ : 
في هذا المثال نوضح بعض التجارب العشوائية التي يكون فيها فضاء العينة لانهائي وغير قابل 
للعد عع2م5 1م5212 11متكم] علط3] 2 نامعمل] . 


- تجربة اختيار نقطة بطريقة عشوائية من الفترة [ 0 ,8 ]| على خط الأعداد . وفضاء العينة 
في هذه التجربة يكون ‏ ( > >282: «)- 5 


5 3 
فمثلا في تجربة اختيار نقطة بطريقة عشوائية من الفترة ]0,15[ فإن فضاء العينة في هذه 
التجربة يكون ( 15>« >0 : «)- 8 والحدث 4 أن يتم اختيار عدد صحيح هو 
(14, ... و3:و4214112 


- تجربة اختيار نقطة بطريقة عشوائية داخل دائرة في المستوى مركزها نقطة الأصل ونصف 
قطرها م ء وفضاء العينة في هذه التجربة يكون 


(ع> 2#بوبثع : (لا,) 5-14 
- تجربة اختيار نقطة بطريقة عشوائية محيط أو داخز ا عطيل المحدوه بالمسستقيمات 
عر ر عشو وداخل و 
3 +-م8 , 24+-خع ؛ وفضاء العينة في هذه التجربة يكون 


3 


- 


(١‏ 3>9853- , 4>«*>4- :(1)2<,8-ه5 


1١6 


15 


الفراغ والمحدودة بالمستويات 5 -ج , 0 


بطريقة عشوائية على أو داخل سطح الاسطوانة 4- #ربثعم 
22007 وفضاء العينة في هذه العجربة 


نك 


- تجربة اخعتيا 


51 


ُِ 


(1> كع 


ذ (2ولاو8)] 


> 


قطرها 1 ١‏ وفضاء العينة في هذه التجرر 


داخل كرة في الفراغ مركزها نقطة الأصل ونصف 


بة 


نَ 


- مجربة اختيار نقطة ؛ 


يقة 


عشوا 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


مبادئ الاحتمالاات 


٠"‏ - الأشجار البيانية 0136/2015 ء1:6 
الشجرة البيانية هي طريقة مفيدة تستعمل خحصر كل المشاهدات أو النواتج الى مككن 


ظهورها عند أجراء متتابعة من التجارب حيث كل تجربة منها تقع بعدد مسه من الطسرق 
وتتكون الشجرة البيانية من عدد من الأفرع توضح النواتج التى يكن الحصول عليها في 
التجارب التى يتم تنفيذها وبمكن مباشرة قراءة النواتج النهائية الممكنة والتى تُمثئل عدد عناصر 
فضاء العيئة وذلك من النقاط النهائية على الأفرع المختلفة للشجرة . والأمئلة الآتية توضح 
فائدة الشجرة البيانية وكيفية تركيبها وبالتالي كيفية الحصول على عدد عناصر فضاء العينة . 


:١9 مئال‎ 

في تجربة إلقاء عملة معدنية مرتين على التوالي فإن فضاء العينة يكون 
811,111,111 - د 

ويمكن الحصول على فضاء العينة من الشجرة البيانية الموضحة 


5 لس نر 
اه :0 
7 تتم 1 
1 حت ير 
ا 
17 لل 0 
ونلاحظ أن الشجرة تم تركيبها من اليسار إلى اليمين وان عدد الأفرع في كل نقطة يكافئ 
عدد النواتج الممكنة للتجربة التالية » والعدد الكلى للنواتج الممكنة وبالتالي عدد عناصر فضاء 
العيدة يساوى عدد نقاط النهاية لفروع الشجرة البيانية »؛ وف هذا المقال نلاحظ أن عدد نقاط 


النهاية لفروع الشجرة البيانية يساوى 4 لذلك 4 -(2)5 


1١و‎ 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


مثال :7١‏ 
اختبار من ثلاثة أسئلة كل سؤال يتم الإجابة عليه أما صواب 7 أو خطأ 1 . أرسم شجرة 
بيانية توضح جميع الإمكانات المتاحة للإجابة على الاختبار ثم عبر عن كل من الأحداث الآتية : 
١‏ الإجابة صواب على سؤال على الأكثر . 
؟ - الإجابة صواب على سؤالين على الأقل . 
" - الإجابة صواب على سؤالين على الأكثر . 
الجحل: 


كك احير 
حت سبل ب 2 1 
8 سل 
د د الي 


الشجرة البيانية توضح جميع الإمكانات المتاحة للإجابة على الاختبار ويمكن مباشرة قراءة 
النواتج النهائية الممكنة والتي تُمثل عدد عناصر فضاء العينة وذلك من على الأفرع المختلفة 
للشجرة . إذن فضاء العيئة 5 الذي بمثل جميع الإمكانات المتاحة للإجابة على الاختبار يكون 
! 117" , 111 , 1117 , 111 , 111 , 111 , 1117 , 1511 )دم 

9_الحدث الإجابة صواب على سؤال على الأكثر هو 

171 771 11111 
٠‏ الحدث الإجابة صواب على سؤالين على الأقل هر 

( 511 , 111 , 111 , 111 ا 
الحدث الإجابة صواب على سؤالين على الأكثر هر 

( "11 , 11"1 , 111 , 111 ى 111 ,111 ,111 1 
18 


مبادئ الاحتمالاات 


مثال :”*١‏ 
يوجد ثلائة أشخاص بمحطة مترو وعند وصول قطار مترو من عربتان صعد الأشخاص الثلائة 
إلى القطار . ارسم شجرة بيانية توضح جميع الإمكانات المتاحة لصعود الأشخاص الثلائة إلى 

عربتي القطار » ووضح الحدث صعود شخص واحد على الأقل في كل عربة . 
المحل: 
نفرض أن [إزه تعنى أن الشخص رقم 1 صعد إلى العربة رقم 1 حيث 


2 , 1>1>43 
[23 3221 211 ا و 
3 
3 هوه 1ه _ -ل-ووية 21 
211 
31 322 [زه حلست 824 
سس ويه 


32 322 [[3 بد وخ8 


31 221 3212 جل 88 


الشجرة البيانية توضح جميع الإمكانات المتاحة ونلاحظ انه توجد 8 نقاط فهائية من على 
الأفرع المختلفة للشجرة وكل نقطة منها تُمثل أحد الإمكانات المتاحسة . إذن فضاء العينة 
لتجربة صعود الأشخاص الثلاثة إلى عربتي القطار يكون 
232 811222 ر زنة ج82 ررق رودق ريق ررة ر ريق رية ررة) دق 
[ دده 322 جزة د ريق جرة جزة ر ريق ررق جرة , ريه رجه جره 
والحدث صعود شخص واحد على الأقل في كل عربة هو مكملة الحدث صعوهد الأشسخاص 
الثلاثة في عربة واحدة '[ 817 272 812 , 231 221 811 أي أنه الحدث 


/ رده 3 َك 5 وده 8 رق , زدق اك 23 0 لك ووه لك 5 الكن يق ررق 5 رجه الك 8 ا 


إل 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


مفغال ؟”؟ : 


في أحد الفنادق كان حجز الغرف يتم وفقا للاختيار من الثلاث مجموعات الموضحة بالجدول 


المجموعة الأولى 
( عدد الآسرة ) 


غرفة بسرير واحد .1 


المجموعة الثالغة 
( الطابق ) 

الطابق الأول نم 

الطابق الثاني 2 
الطابق الغالث © 


( الموقع ) 


ارسم شجرة بيانية توضح جميع الاختيارات الممكنة واكتب فضاء العينة » تم وضح الحدث 


حجز جناح بشريرين يطل على البحر . 
حل 


دابآ تا 


5 
9 ا 


7 00-7 2 د إن بى ولت بي 
8 


أ 


/ 
أ 


دا 


أ/ 
/ 


الشجرة البيانية توضح جميع الاختيارات الممكنة ونلاحظ انه توجد 12 نقطة فائية من على 
الأفرع المختلفة للشجرة وكل نقطة منها ثُمثل أحد الاختيارات الممكنة . إذن فضاء العينة 
و ©آآ, لآ , خظنآ , 1:10 , 8آنآ , 114 ) - 5 
( ك1 , 1018 , 114 , 1160 , 1218 , 14 
والحدث حجز جناح بسريرين يطل على البحر هو الحدث 18,1610 14, 11414 . 


مبادئ الاحتماللات 


مثغال "7 : 

كيس يحتوى على ثلاث قطع نقود اثنتان عاديتان وواحدة ذات صورتين » اختيرت قطعة مسن 
الكيس بطريقة عشوائية ثم ألقيت . إذا ظهر وجه الصورة فإن القطعة نفسها تلقى مرة أخرى 
بينما إذا ظهر وجه الكتابة فإنه يتم اختيار قطعة نقود من القطعتين المتبقيتين بالكيس ثم تلقى . 
ارسم شجرة بيانية للتجربة واكتب فضاء العينة , ثم اكتب عناصر كل من الأحداث الآتية : 

. الحدث ظهور الصورة مرتين‎ - ١ 

؟ - الحدث عدم ظهور الصورة . 

الحل: 

نفرض أن 8 , 4 يرمزان إلى قطعتي النقود العادينين . © ترمز إلى قطعة النقود ذات الصورتين 


الشجرة البيانية توضح جميع الإمكانات للتجربة ونلاحظ انه توجد 11 نقطة فائية من على 
الأفرع المختلفة للشجرة وكل نقطة منها مغل أحد النواتج الممكنة للتجربة . إذن فضاء العينة 


ب 416011 , 41587 , 41811 , 4117 , 1111م ) - 5 
[ 1311© , 8111 , 8141 , 814731 , 81817 , كأترمر 


) 41111 , 81111 , ©1111 ( الحدث ظهور الصورة مرتين يكون‎ - ١ 
.) 4181 , 8141 (  نوكي ؟ - الحدث عدم ظهور الصورة‎ 


ل 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


مغال 784 : 

في مباراة للتنس بين لاعبين 19 , .ل يفوز بامباراة اللاعب الذي يفوز بشوطين متاليين أو 
يفوز بثلاثة أشواط على طول الجاراة . كون الشجرة البيانية التي تمثل جميع البواتج الممكنسة 
للمباراة » واكتب عناصر كل من الأحداث الآتية : 

. الحدث أن الباراة تنتهي بعد خمسة أشواط‎ -١ 

*؟ - الحدث أن اللاعب فم يفوز بالباراة . 

الجحل: 


نفرض أن الحدث 4 يعني فوز اللاعب 4 وأن الحدث 13 يعني فوز اللاعب 13 


2 


اديه 


0 


7 


الشجرة البيانية توضح جميع النواتج الممكنة للمباراة ويمكن مباشرة قراءة النواتج النهائية 
الممكنة والتي تمثل عدد عناصر فضاء العينة وذلك من على الأفرع المختلفة للشجرة حيث 
نلاحظ انه توجد عشر نقاط فمائية » كل نقطة منهم تُمثل أحد الدواتج العشرة الممكسة 
للمباراة . إذن فضاء العينة 5 الذي ي مثل جميع النواتج الممكنة للمباراة 
ب 8ظه , 488ظه , مظخظم4 , 4844 , حد ! - 5 
( 88 , 8488 , #لفظ84 , مدظد84 , خد] 
١‏ - الحدث أن الباراة تنتهي بعد حمسة أشواط هو 
( ظحذظفظ , 841844 , 8488م , 84184 م ) 
؟ -الحدث أن اللاعب 4 يفوز بالباراة هو 
(خذ8خ84 , حفظ , حظذ8م , خذظم , ذذ ١‏ 


؟؟ 


مبادئ الاحتماللات 


مثغال ه؟ : 
النقاط "12,7 ,600572 8 ,رك في الرسم الآ تدل على 6 مدن والخطوط تدل على 


جسور تربط بينها . بدأ رجل من المدينة 44 رحلة بسيارته للتجول من مدينة إلى أخرى واعتزم 
التوقف واخخل استراحة إذا لم يمكنه مواصلة التجول بدون أن يعبر نفس الجسر مرتين . أوجد 
عدد الطرق التي يمكنه التجول بما بين المدن قبل أن يتوقف للاستراحة . 


الخل: 
1 .و 
2 دي رع ح 
0 
7 1 
سير 
1 
12 ح 
# اجر 


1 

1 هه تان ١‏ 

3 
نلاحظ من الشجرة البيانية أنه توجد 11 طريقة يمكن للرجل أن يتجول وما حتى يصل إلى 
جسر مر عليه من قبل ويكون مضطر للعبور عليه مرة ثانية وبالتالي يأخذ استراحة .كما نلاحظ 
من الشجرة في النقاط النهائية أنه يحب أن يتوقف للاستراحة في أحد المدن 8 أو 2 أو 2 . 
إذن فضاء العينة 

8158م 1108 ظى ,011818 لم 481161 ,48018 ,4802م - 5 
ْ )للظم 10 لاناظمة رن اطاظه ,:1)011ظم ,8100م 


و 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


مشال "*”: 

في تجربة إلقاء عملة معدنية باستمرار حتى نحصل على نفس الوجه مرتين متتاليتين » عرف 
فضاء العينة للتجربة وأوجد كل من الأحداث الآتية : 

١-الحدث‏ إفاء التجربة بعد إلقاء العملة للمرة الثالثة . 

؟- الحدث إفاء التجربة قبل الرمية الخامسة . 

#- الحدث أن تستمر التجربة أربع رميات على الأكثر . 

اللحل: 


7-- عاب 


فضاء العينة في هذه التجربة لا فائي قابل للعد ويكون 
... ,11111111111111111,11111111 111111111 - 5 
-١‏ نفرض الحدث م هو أن تنتهي التجربة بعد إلقاء العملة للمرة الثالغة أي انه بعد إلقاء 
العملة للمرة الثالثة يتحقق ظهرر نفس الوجه مرتين متتاليتين » إذن 
( 8111,11311 )دم 
؟- نفرض الحدث 8 هو أن تنتهي التجربة قبل الرمية الخامسة , أي أن الحدث 8 هو 
ظهور نفس الوجه مرتين متتاليتين قبل الرمية الخامسة . إذن 
 1211,1111,11111,1111111,11111 ( 5‏ د 
'- نفرض الحدث ©) هو أن تستمر التجربة أربع رميات على الأكثر , أي أن الحدث © هو 
أن تجهي التجربة بعد إلقاء العملة مرتين أو ثلاث أو أربع مرات . إذن 
(11111111,111111,11111 1 0 


تن 


مبادئ الاحتمالاات 


في دراستنا لنظرية الاحتمال فإن العلاقات بين الأحداث المختلفة للتجربة العشوائية تلعب 
دورا رئيسياً في هذه الدراسة وسوف نتعرف الآن على هذه العلاقات وكيفية التععير عنها 
باستخدام المجموعات وكذلك سوف نستخدم أشكال فن لتمثيل العلاقات بين الأحداث 
وفضاء العيدة 5 للتجربة العشوائية حيث نستخدم شكل المستطيل لتمثيل فضاء العيينة 8 
ونستخدم الدوائر أو أي أشكال هندسية أخرى داخل 8 لتمثل الأحداث المرتبطة بالتجربة 
كما سيتضح من خلال التعريفات الآتية : 
تعريف " : 
الحدث 4 يقال انه مجموعة جزئية من الحدث 8 إذا كان جميع الأحداث الأولية 
المكونة للحدث 4م موجودة داخل الحدث 18 وبلغة المجموعات يتم التعبير عن 
ذلك بالصورة 8 ح م أي أن ف محتواه في 13[ وهذا يعنى أن وقوع الحدث 4م 
يتضمن وقوع الحدث 13 وبعنى آخر أنه إذا وقع الحدث 4 فإن الحدث 183 يقع 


* 


ايضا 


شكل فن يوضح 8 ح 4 حيث نلاحظ 
أن الحدث 4 داخل الحدث 13 
تعريف ل : 
الحدئان 3 , لج يقال انهما منساويان إذا كان وقوع الحدث ل يؤدى إلى وقسوع 
الحدث 8 ووقوع الحدث 13 يؤدى الى وقوع الحدث 4 وبلغة امجموعات يتم 
التعبير عن ذلك بالصورة 
م8 . ظ8حم أاجه (8-م 


هه" 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


يقال أن حدث ما هو تقاطع حدثان 13 , 4, إذا كان هذا الحدث يقع فقط عندمد 
يقع 8 ,ل معا في نفس الوقت وبلغة امجموعات يرمز له 

41 
لأنه يحتوى على الأحداث الأوليسة المشتركة بين 83 , ف وععمنى آخر 
8 ]4 يرمز لوقوع الحدثان معاً. 


تعريف 9 : 
يقال أن حدث ما هو اتحاد حدثان 8 , 4 إذا كان هذا الحدث يقع عندما يبقع 
على الأقل واحد من 4, أو 13 وبلغة المجموعات يرمز له 
8لاه4 
لأنه يحتوى على الأحداتث الأولية في ف أو 8 أو كليهما وبممنى آخر 
8لا ى يرمز لوقوع إحدى الحدثان على الأقل . 


تعريف :٠١‏ 
يقال أن حدث ما هو مكملة الحدث 4 إذا كان هذا الحدث يقع فقط عندما لا 
يقع 4 ويرمز للكملة الحدث 4 بالرمز “4 ومن الواضح أن '/ يتعكون من 
عناصر 58 الى لا تنتمى إلى 4 . أي أن 

م-5د انم 

تعريف ١١‏ : 
الفرق بين حدثان 2 , كم هو حدث يرمز له 2 - ك4 وهو يتكون من عناصر 
والتى لا تنسمى إلى 18 . أي أن 8- 4 يرمز لوقوع م وعدم وقوع 13 
وهو يقع فقط عندما يقع /8 , 4 معاً في نفس الوقت وبلغة امجموعات يعرف 
بالصورة 

'408 - 8-دم 


35 


مبادئ الاحتماللاات 


نفرض الحدثان 18, 4 من فضاء العيئة 8 لتجربة عشوائية . العميات على الأحداث 
( التقاطع ‏ الاتحاد ‏ المكملة - الفرق ) موضحة في أشكال فن الآتية : 


5 5 


مثال لا” : 

في تجربة إلقاء قطعة نقود معدنية مرتين على التوالي لملاحظة ظهور الصورة : فإن فضاء العينة 
(1818,111,111,11) < 5 

وإذا كان الحدث ل هو ظهور الصورة مرة واحدة على الأقل والحدث 8 هو ظهور الصورة 

مرتين بالضبط فإن 


(1111) 8 : !11,111,111 - 4 
8- (1111) ع 8ه , له -(811,111,111) - قالاة 
(1811,111) - 8ق , (]1) عق 


ا" 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


مشال ١78‏ : 
في تجربة إلقاء حجر النرد مرة واحدة فقط فإن فضاء العينة (1,2,3,4,5,6) - 8 وإذا كان 
الحدث 4 هو ظهور عدد زوجي ., الحدث 7 هو ظهور عدد فردي والحدث )© هو ظهور 
عدد يقبل القسمة على 3 فإن (3,6)-© , (1,3,5)-8 , (2,4,6/-4 
- الحدث وقوع 8 و ) هو 82)[)0 ويعنى ظهور عدد فردى ويقبل القسمة على 3 

وهو يقع إذا وقع © , 18 في آن واحد ونلاحظ أن (3)- 8010 . 
- الحدث وقوع 8 أو © هو '©[| 8 ويعنى ظهور عدد فردى أو عدد يقبل القسمة على 3 
وهو يقع إذا وقع 18 أو © أو كليهما ونلاحظ أن (1,3,5,6) - 81/0 . 
-الحدث '18 هو هع (5-8-42,4,6- 82 . 
- الحدث :)4-6 خصل عليه من 67[) م - ) - 4 وحيث أن (11,2,4,5- © » إذن 
(2,4 ؛ - (2,4,67)111,2.4,5! - )-م 

مثال 7589: 
ل تجربة إلقاء قظعة تقوة معلائية 4مرات على التؤاق للاحظنه لسهور المنسورة ‏ إذا خان 

الحدث 4 هو ظهور الصورة 3 مرات على الأقل , الحدث 8 هو ظهور الصورة مرتين على 
الأكثر والحدث 0) هو ظهور الصورة مرتين بالضبط أوجد فضاء العيئة للتجربة ووضح كل من 

الأحداث 2-6 , 4-8 ,20 ,نأل , ©8201 , 408 

المحل: 

فضاء العينة 8 للتجربة والأحداث 8,60١‏ , 4 تكون 

5 - 11111111111 11111,111111,111111,1111"1 
111111111 1111111111111,1111( 


1111111,1111111,1111111,1111111, 8111111 )عدم 
,11111111111 111111, 871111,111711 ) - 8 
111111111 1111111111111 


!111111,1111, 12111 11111,11111, 52111 ؛ دن 


إذن 
ه-ظ8-ه , 8006-6 , © د هلمم 
11111171,1111113,1111111,1111111, 822811111 ) د نر 
1111,11111,1111, 711171 , 11113 ع © 8 


58 


مبادئ الاحتمالات 


مثال :#”«١‏ 
في أحد المطارات الدولية المزدحمة يتم اختيار سيارات الأجرة التي يأخذها الركاب وفقاً لترتيب 
وصوفا إلى المطار. نفرض الحدث هر وجود 5 سيارات على الأقل تنتظسر دورها لعأخدذ 
الركاب , الحدث 28 وجود 3 سيارات على الأكثر والحدث ) يوجد سيارتين بالطبط. 

عبر عن كل من الأحداث الآتية : 

")16 ,.")٠])ظ‏ , ©(لكة , ظزلخة , ©8016 ,8-ل ,8 رلك 

الجحل: 

دعن ناور 4 هو وجود 5 سيارات على الأقل فإن '4 هوالحدث وجود4 
سيارات على الأكثر تنتظر دورها لتأخد الركاب . 

- حيث أن الحدث 8 وجود 3 سيارات على الأكثر فإن /18 هوالحدث وجود4 
سيارات على الأقل تنتظر دورها لتأخذ الركاب . 

- الحدث 4-183 هوالحدث '4)[183 وحيث أنه إذا وقع الحدث 4م والذى يُمثل 
وجود 5 سيارات على الأقل فإن الحدث '13 والذى يُمثل وجود 4 سيارات على الأقل 
يقع ايضاً . إذن /188 ح ل وبالتالي يج أن ل - '40118 

- حيث أنه إذا وقع الحدث © فإن 1 يقع ايضا , أي أن 8 ح © وبالتالي © - 8016 . 

- الحدثانت 4,18 لا يوجد وقوع مشترك بينهما أي أن © - 40[8 . 

- الحدثان © , 4 لا يوجد وقوع مشترك بينهما أي أن © - 4010 . 

- حيث أن الحدث 18 هو وجود 3 سيارات على الأكثر أي وجود عدد 0 221 أو3 
من السيارات تنتظر دورها لتأخذ الركاب وحيث أن الحدث ) هو وجود مسيرتين 
بالضبط فإن الحدث ”) هو وجود أي عدد من السيارات لا يساوى 2 وبالتالي فإن 
الحدث 2107 هوالحدث وجود عدد 0 .1 أو 3 من السيارات تنتظر دورها لتأخذ 

الركاب . 
- حيث أن الحدث 4 هو وجود 5 سيارات على الأقل أي وجود عدد 2 من السيارات 
تنتظر دورها لتأخذ الركاب حيث 5 < 12 وحيث أن الحدث 607 هو وجودأي عدد 
من السيارات لا يساوى 2 أي 2 # 2 وبالتالي فإن الحدث 4)]1007, هوالحدث 

وجود عدد 2 من السيارات تنتظر دورها لتأخذ الركاب حيث 5 < 12 . 


>53 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


وعند التعامل مع ثلاثة أحداث © , 8 , 4 من فضاء عينة 8 ولكى نتمكن من 
توضيح جميع العلاقات بينها فإنه يفضل في بعض الأحيان استخدام شكل فن الآتى : 


ونقوم باعطاء رقم لكل منطقة بالشكل وهذا يمكننا من مناقشة الأحداث المختلفة ؛ فمئلا 


الحدث ‏ (4)[28])(6(0م يمئله المنطقة  ٠‏ 

الحدث (806)لا4 يمثله المناطق 100,377,101 , 11 , 1 
الحدث 8(060لاه) يمثله المناطق ‏ ]آلا , /78 , /1] 

الحدث (8لاه) بمثله المخاطق 17/111 ,1/11 


وفائدة أشكال فن لا تقعصر فقط على توضيح العلاقة بين الأحداث وإِا يمككن امتخدامها في 
التعرف على عدد العناصر في الأحداث المختلفة , حيث يتم كتابة العدد الممثل لعدد الععاصر 
داخل المنطقة الممغلة للحدث . 
والأحداث إلم 6 وى 0 و الى 0 به ل يتم تعريفها بنفس طريقة 
1-1 1-1 1-1 1-1 
تعريف ي42[) إلى , 42[ا برى فمثلا إذا كان [ ررش, ... ,4,42 ) مجموعة من الأحداث 
فإن ندل هو الحدث الذى يتكون من عناصر واحد على الأقل مننالأحداث 
1-1 
مبذ, 6 ومذشرربذ وهو برمز لوقوع حدث واحد على الأقل من هذه الأحداث. أي أن 
الحدث | يقع عندما يقع واحد على الأقل من الأحداث « > > 1 , إلى 
1-1 
وأيضا 4 0 هو الحدث الذى يتكون من العساصر المشتركة بين الأحداث 
1 
1-1 
بذ 558 ودذررذظ وهو يرمر لوقوع جنيع هذه الأحداث معاً, أي أن الحدث 
لم بقع فقط عندما يقع كل من الأحداث ص >1 > 1 , إلى 


: 
1-1 


و 


مبادئ الاحتمالات 


ومن معرفتنا للمجموعات فإن الاتحاد والتقاطع والمكملة يحقق العديد من العلاقات المفيدة عند 


تطبيقها على الأحداث وفى الجدول الأتى نعرض قائمة من القوانين 


ن القى يمكن تطبيقها على 


أى أحداث , 8 و ل من فضاء عينة 5 لتجربة عشوائية ما 


اسم القانون 

قوانين اللانغو 
5 ا أرء2201مع10 
قرانين الإبدال 
5ط[ 11121176 11مره0) 
قوانين الدمج 
15 4550121176 
قوانين التوزيع 
15 ء الأناطكت15نا 
قوانين الوحدة 

75 1م10 

قوانين المكملة 
15 اع دارع [ مدرو ن) 
قوانين ديمورجان 
185 5 نم5107 10 


4م 
م 


قانون علاقات مفيدة بين الأحداث 


د ةرام 
- 4 [])4 


ولاه - هام 
84 -40[8 


) 


© ناه ) لاه - © ناز 8 نا ) 
80) 0ه - 06( ظمهم ) 


ك 


/ 
(عناه ]01ز8 ناه )- (©8/1)لاة 
ُ 


46 )لا 
ه - 4015 


© - © ١)م4‏ 
د'خ إالدى ., 


م َّ "م 1 


(08ه)- [©0ا8)للهى 
ه - © زاه4 


5- 5زام 
8 د 'هولام 


© - نبو 
'8 م “م - (ظلام) 
“8 لاله - (8مم) 


ويمكن تطبيق قوانين ديمورجان لأي عدد منتهى أو لافهائى من الأحداث فبوجه عام 


00 


00 : 
إه []) - إنز4 
1-1 


ل - ع 


7 
216 


4 7 | “مق 


1-1 


ل دسق 


وجنيع هذه القوانين بالإضافة إلى قوانين أخرى يمكن إثباهَا باستخدام طريقة انتماء العنصر كما 
في المجموعات مع الأخذ في الاعتبار أن العنصر في هذه الحالة هو حدث أولى وتعتمد الفكرة 


دن 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


الأساسية كما في المجموعات على أن الأحداث في طرفي المعادلة تتكون من نفس الأحداث 
الأولية . أي أن الأحداث الأولية التي تنتمي إلى الحدث على يسار المعادلة تتسمي أيضا إلى 
الحدث على بمين المعادلة والعكس صحيح . 
مفال :#”١‏ 
لأي حدثان 83 , 4 وباستخدام طريقة انتماء العنصر اثبت صحة قانون ديمورجان 
8م “مه - (ظناه) 
اللحل : من شرط تساوى حدثان نحاول إثبات 
'/8م'ه ‏ (ظلاه)-1 
(ظلاهاء '8م'م -2 
ولوثبات (1) 
نفرض الحدث الأولي ا حيث (8لاه)اءءع 
8لاذة »ع ج زظناه)اء» 
6< م ل #خع جه 


'8 عع الم 'أم ع*ع حه 
'8 [])'م عع جه 


وبالتالي ينج أن /8م'ه ء (ظلاه) 
ولإثبات ( 2 ) 
نفرض الحدث الأولي ا حيث “8 [) 'ذءع 


'8 >5 ىم عل هخ حه '8 [))'ى عع 
8[ »> م ال #ع جح 
8 لاخ »ع حه 


( هلاه )ء + - 
وبالتالي ينتج أن (ظلاهاء 8لم'ه 
إذن لأي حدثان 823 , ل يتحقق قانون ديمورجان 
8م'ه - (ظلاه) 


هن 


مبادئ الاحتمالاات 
نظرية ١‏ : إذا كان 8 , 4 حدثان من فضاء عينة 5 فإن عدد عناصر 12[| ف يكون 
(406018)مه-(8)م +زها)مد(زظلام)ه 
وإذا كانت © , 8 , هم ثلاث أحداث فإن 
زظله) مد ) مع ز8) م + زم)م - ( 6لا ظ8لاه )ه 
(عمظلمم) م+لعم8) مدرعمه) م- 
وبالمئل يمكن حساب عدد عناصر الحدث وقوع واحد على الأقل مسن الأحداث الأربعة 
بذ , بذ , يذ , رذ أي حساب ( بلا مذ لا يذ لا بذ )2 ويكون بالصورة 


(يخاه + (مخ )ه + (يه )2+ (بح )م - ( بذ لا جذ لا يذ لا بذ )2 
ريخا ايف)اه- (يذاارخ)ه- ريذا ارخ)ه- زيذا )ر4)ه- 
(يذا )ا يذا ) بخاه +( مذ اي4[) بذ)هس+ (بذااجذخ)ه- (بذاايذ)- 
(يخ(ا ج14 يذا ا بخ )ه - (بذا اجذا) يخ )د + (يذا ا جذا ارذ)طد + 


أي في الصورة 
( رهمرى)ه 2 -(:4)هم - هك أ» 


1-1 114 


زنه له لمممرمقيم ملع + 


4 > ا >[ >1>1 
وبوجه عام الحساب عدد عناصر الحدث وقصوع واحد على الأقل من الأحداث 
1 2 
ةر ... ,بيخوررة أي لحساب 3 لا 1 نوجد أولا يع التقاطعفات 
11 
الممكنة لأحداث من بب4, ... ,4,42 ونحسب عدد عناصر كل منها , وبعد ذلك 
نضيف عدد عداصر التقاطعات التي تتكون من عدد فردى من الأحداث ونطرح منها عدد 
عناصر التقاطعات التي تتكون من عدد زوجي من الأحداث أي أن 


يننا 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


(رهمرح)امه 5 -(ره)ه - - نه أ» 


ركز >1 >1 ٍ 


#صط ديزي" 


و4 6 زه "زنع مت (ممورمميم دع + 
1-1 


مرك عا > [ >1 >1 
وتعرف هذه العلاقة بقاعدة التضمين والاسشضاء عا رلأع512م 50أوتااعء - لرروأوتااعس1 . 
والآن نفرض 151512 ,و 


:خم أحداث من فضاء العينة 5 لتجربة عشوائية ما . 
إذن عدد عناصر الحدث عدم وقوع إل4 لكل 1>15>121 يكون 


م 1 1 (2)8 - 
1-1 


1 111 1 ابلا 

رم قاعدة التضمي والاستاء نجسب | ,6 3 )م وباثالي غصل على | 41 أ ٠|‏ 
1 1-1 1-1 

مفضال ”*"” : 

نفرض 4 > ع[ >1 ٠ع‏ إلى أحداث من فضاء العينة 8 لتجربة عشوائية ما بحيث أن 


4ع >1 "اط إعا-زيرذ)د : 5 - (8)م 


(نحام - (رشذااره4)م 
هاه - ري اارذاازة)ه 


4 > >1>1 ب“ 
4> ع1 >[1>1>1 ٠‏ 


رهام - ربذاارذا] يذاارة)ه 
أوجد عدد عناصر الحدث عدم وقوع ره لكل 4> >1 . 


اللمحل: 
4 : 
امطلوب هو (40 [] )2 


وحيث أن 


4> عا >1 "ا إعاع-(يذ)د 


ان 


مبادئ الاحتماللات 


0 هام 1-(1ة2)4 
3 3 0 3 2 - )20 3 
- ها 6- ( ده 
4 - 4 0 
7 ال دك )مر 
0 4 >1]>1 9 (به)م - (ره ااره) 
إذن 


سو 1ع (ج42)رغا)ن 
1[ - (وش[)ارذمة) 7 
)١ 95‏ كذ )م ١‏ 3 5 ذ )م 
1 يه وج ك زيف اوقا ولك و21 
6 - (4 

وحيث أن ل (بهام - زيرة [ارشااره)ه 

4 > 3 
إذن 0 1 > (وخ ايش لارة)مه 
5-06 0 ا 1- (بخلايةاره)ه 
١‏ 2 > (يوشااوذف 2 1 - (رخاهم - (بخ1ابذ[ا رش اارخ)2 

ومن قاعدة التضمين والاستشاء فإن 


(رهمره) م © -ز(ره)ه - [حهن أ" 


15 
1> 1> 4 


8 6ه لمحم رمم م 5 


4 ع > [ >1 >1 


(1+1+1+2+2+6)-(1+2+6+24) ع 


13 1د 
0 4 - 


إذن 


الفضل الأول - التجارب العشوائية 

مثثال #”# : 

نفرض الحدثان 8, 4 من فضاء العيئة 5 لتجربة عشوائية . عبر عن ثم كون شكل فن 
لكل من الأحداث الآتية : 

. الحدث أن يقع 4 ولايقع 15 أي أن 4 فقط هو الذى يقع‎ -١ 

؟ - الحدث أن يقع ل أو 28 وليس كلاهماء أي وقوع أحد الحدثان فقط . 

الحل: 


١ 


حيث أن الحدث فر يقع بينما الحدث 18 لا يقع . إذن نظلل الجزء من هم الموجود خارج 13 
كما موضح بشكل فن . وحيث أن عدم وقوع8 يعنى وقوع المكملة /18 إذن الحدث أن يقع 
ولا يقع 8 هو الحدث وقوع '8 , 4 معاً, أي انه الحدث “0113 4 . 

؟- 


حيث أن الحدث أن يقع 4 أو 8 وليس كلاهما يكافى الحدث وقوع 4 بيئما 8 لا يقع 
أو وقوع 8 بيئما 4 لا يقع كما يوضحه الجزء المظلل في شكل فن . وحيث أن وقوع م 
بينما 18 لا يقع هو الحدث '113[] 4 ووقوع 8 بينما 4 لا يقع هو الحدث 8 []'4 إذن 
الحدث أن يقع 4 أو 8 وليس كلاهما هر الحدث (4/'618 )لا|(/4/(8) . 


ان 


مبادئ الاحتمالات 


مثغال 4" : 

نفرض الأحداث © , 8 , ل من فضاء العينة 5 لتجربة عشوائية . عبر عن ثم كون شكل 
فن لكل من الأحداث الآتية : 

. الحدث وقوع 4م فقط‎ -١ 

؟- الحدث وقوع ك4 و8 و9©) 6 

* - الحدث وقرع 4 ر 8 وعدم وقوع 0) . 

4 - الحدث وقوع 4 أو 8 وعدم وقوع © . 

اللحل: 


١‏ -الحدث وقوع م فقط 


حيث أن وقوع الحدث م فقط يعنى وقوع 4 مع عدم وقوع 183 أو © أي انه وقوع هم 
مع عدم وقوع '6لا8 وهذايعنى وقوع له ووقوع (6©0/ا8 ) ولذلك نظلل الجزء 
من 4 الموجود خارج © (| 8 وهذا يُمئله '( ©[|8 )(]4 كما موضح بشكل فن 
ومن قانون ديمورجان ‏ 8'][600 - ( 8160 ) وبالتالي فإن الحدث وقوع 4م فقط 
هر 4)١8']1)"‏ . 

؟ - الحدث وقوع لم و8 و© معا 


نظلل الجزء المشترك بين © , 8 , ف فيكون هو الحدث 600[ 8[) م موضع الدراسة . 


يض 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


* _الحدث وقو له د 85 وعدم وقو 6 . 


حيث أن وقوع الحدث 4 و18 وعدم وقوع © يعنى وقوع 4][13 وعدم وقوع 
© أى وقوع 18[) 4 ووقوع ") لذلك نظلل الجزء من 118) 4 الموجود خارج © 
كما موضح بشكل فن. إذنالحدث وقوع 4م و8 وعدموقوع ') هو 
867[ . 


4 - الحدث وقوع 4 أو 8 وعدم وقوع © . 


حيث أن وقوع الحدث 4 أو 8 وعدم وقوع © يعنى وقوع 8 | 4 وعدم وقوع © 

وهذا يعنى وقوع 1[) 4 ووقوع "© لذلك نظلل الجزء من 3 | 4 الموجود خارج © 

كما موضح بشكل فن , وبالتالي اللحدث وقوع 4 أو 8 وعدم وقوع © هو 
8(]10 لا ) . 


8 


مبادئ الاحتماللاات 


مغال ه" : 
نفرض الأحداث ©8,6, 4 من فضاء العينة 8 لتجربة عشوائية . وضح شكل فن لكل 
من الأحداث الآتية : 
(ه -ع)نا(8مه) -1 
ره ١‏ ©١)8)نا(‏ 850120 (اه) -2 
الحل: 


١‏ -نقوم بعظليل 8 [] 4 ويمثله المناطق /, 11 ثم نقوم بتظليل 4 - © ويمثله 
المناطق 171,111 وبالتالي فإن الحدث  )4)018(|()©  4(‏ بممخله 
الماطق 11 , 71 , 77 , 11 المظللة بالشكل . 


* - نقوم بعظليل ( 801 [)4) ويمثله المنطقة 11 ثم نقوم بتظليل (/4 [) 0 () 8) 
ويمثله المنطقة 771 وبالتالي فإن الحدث (/8)(0)[14)ل|( 810 (40) مثله 


المناطق 7/1 , 11 المظللة بالشكل . 


8 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 
مغفال 5": 


الأحداث الآتية بصورة مبسطة : 


('8 لا ()١)‏ 8 لا'ذ)١)(ظلاله)‏ -1 
(("©6ل'8 )لا ١)‏ (6لاغ )١)(ظ8لاهة)‏ -2 
الخل: 
( '8 لاغ (١1)‏ 5 انه  )١‏ ) ) - ر '8 لاخ )8()1 لا'ذ )١82لا‏ )-1 
( 5لا )() 8 - ('8 لا )١)(5(ا‏ © ) - 
4لا( )١‏ 8) - (5)185)لا(ة ١‏ 8) - 
)2 - 
(( "© لا'8 )لا )١)‏ (6©لا )١(8لاه‏ )-2 
(( "0 ل"'8)لاة)١)((816)لاه‏ )- 
((8]16)لاغخ )١8]16((0)لاه)-‏ 
((80160) 1 (816))لاه ) 
وزاة 
4 


مشثال /ا#: 
للأحداث © , 3 , ل من فضاء العيبة 5 وضح أيا من العبارات الآنية صواب وأيهما خطأً 
8لا - 8نا(8 له -4) -1 
(06ا8 )1ه -©1) (ظلائ'ة) -2 


الحل: 
8لا( (018غ4))غ ) - ظلا(8 لهم -ه) -1 
لا ( '8 0غ )لا( '8 ١‏ )- 8 لا( '8 لان )1ا4 ) - 
لا ( :8غ )ع 5لا ('8 )لا 5- 
5 © ال )- ( 8 لا '8 )١)(5لا‏ )- 
8لاهم - 
إذن العبارة تكون صحيحة . 
516 ()]”ذ) - )1 (ظلا'ةف) -2 
(0)8'06ه -82006 ماع 
'(©6لا )لاه ع (")لا8))هم - 
إذن العبارة تكون خطأ . 


مبادئ الاحتمالاات 


مشال 8": 
في مجموعة تتكون من 75 طالب بكلية التربية وجد أن 16 طالب يدرس ون الرياضيات 
والفيزياء واللغة الإنجليزية » 24 طالب يدرسون الرياضيات والفيزياء » 30 طالب يدرسون 
الرياضيات واللغة الإنجليزية » 22 طالب يدرسون الفيزياء واللغة الإنجليزية, 7 طلاب 
يدرسون الرياضيات فقط ., 10 طلاب يدرسون الفيزياء فقطا » 5 طلاب يدرسون اللفة 
الإنجليزية فقط . تم اختيار طالب بطريقة عشوائية من مجموعة الطلاب . عبر عن ثم كون شكل 
فن وأوجد عدد عناصر كل من الأحداث الآتية : 
(2)9- الحدث أن الطالب يدرس الرياضيات . 
١؟)-‏ الحدث أن الطالب يدرس الرياضيات فقط . 
29 - الحدث أن الطالب يدرس الرياضيات والفيزياء ولا يدرس اللغة الإنجليزية 
١‏ 4)- الحدث أن الطالب لا يدرس أيا من المقررات الثلاثة . 
(ه2- الحدث أن الطالب يدرس مقررين بالضبط . 
(5)- الحدث أن الطالب يدرس مقررين على الأقل . 
(/1)- الحدث أن الطالب يدرس مقرر واحد على الأكثر . 
الحل: 
رض ا لوؤرد لم اختيار طالب يدرس مقرر الرياضيات » 

الحدث 183 اختيار طالب يدرس مقرر الفيزياء » 

الحدث ') اختيار طالب يدرس مقرر اللغة الإنجليزية . 


الأحداث الثلاثة © , 8 , هد بمكن تمثيلها باستخدام أشكال فن ومن المفضل أن بدأ مع 
البيانات الأكشر وضوحا والتى يمكن وضعها مباشرة داخل شكل فن لتُمثل الأساس الذى ننطلق 
منه لإكمال باقى البيانات داخل الشكل وف هذا المثال نلاحظ أن البيانات الأكثر وضوحا هى 
الطلاب الذين يدرسون المقررات الثلائة وعددهم 16 وهذا يعنى أن النطقة ل الممئلة لتقلطع 
الأحداث الثلائة 4180160 تحتوى على 16 عنصر لذلك نضع العدد 16 في المنطقة لاا 
وإذا أخذنا الطلاب الذين يدرسون الرياضيات والفيزياء ويمنلهم 18 [) ف في المنطقتين /ا, 11 
وعددهم 24 وحيث أن المنطقة لا وضع بما العدد 16 من قبل . إذن يتبقى 8 طلاب وبالتلل 


5:١ 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 

نضع العدد 8 في المنطقة 11 وحيث أن 30 طالب يدرسون الرياضيات واللغة الإنجليزربية 
ويمنلهم 0[ ف المنطقتين 78/,177 وحيث أن المنطقة 77 وضع بما العدد 16 من 
قبل . إذن نضع العدد 14 في المنطقة 177 وبلمثل نضع العدد 6 في المنطقة ]لا لأن 22 
طالب يدرسون فيزياء ولغة إنجليزية » وحيث أن 7 طلاب يدرسون الرياضيات فققط فانم 
ينتمون إلى المنطقة 1 وبالمثل نضع 10 طلاب في المنطقة 111 التى تفل الطلاب الذين 
يدرسون الفيزياء فتقط وكذدلك نضع 5 طلاب في المنطقة 711 الى تمثل الطلاب الذين 
يدرمون اللغة الإنجليزية فقط ‏ ومجموع الأعداد الموجودة في شكل فن 66 وحيث أن 
عدد الطلاب في المجموعة يساوى 75 إذن يتبقى 9 طلاب في المنطقة 77111 وبالتالى نحصل 
على شكل فن الموضح . 


والآن بمجرد النظر إلى شكل فن الموضح يمكننا الإجابة عن الأسئلة المطلوبة وغيرها 


. الحدث أن الطالب يدرس الرياضيات‎ -2)1١( 


الحدث أن الطالب يدرس الرياضيات هو الحدث 
له وعثله المناطق المظللة 77 ,11,177 ,1 كمد 


موضح بشكل فن , وعدد عناصره هو 
5 - 16 +14 +8 +7 


ف 


مبادئ الاحتماللات 


(؟)2- الحدث أن الطالب يدرس الرياضيات فقط . 


وقوع الحدث 4 فقط يعنى عدم وقوع8 أو © 
أي عدم وقوع 0 لا 8 لذلك نظلل الجزء مسن 
الموجود خارج ) []) 8 وهو الخنطقة 1 كما 
موضح بشكل فن . إذن الحدث المطلوب هو 
60[ '8[] ل وعدد عناصره يساوى 7 . 


وقوع الحدث م و8 وعدم وقوع © يعنى 
وقوع 4)113 وعدم وقوع © لذلك نظلل 
الجزء من 8 [) 8 الموجود خارج © وهو المنطقة 
1] كما موضح بشكل فن , إذن الحدث المطلوب هو 
")8 [) ل وعدد عناصره يساوى 8 . 


(#4)- الحدث أن الطالب لا يدرس أيا من المقررات الثلاثة : 


الحدث هو عدم وقوع أياً من ©8,6 ,4 لذلك 
نظلل الجزء الموجود خارج ©6[]ا 85 زا خ وهو 
المنطقة 77111 كما موضح بشكل فن , إذن الحدث 
المطلوب هو '(60 لا 8 لا م) وعده عناصره 


يساوى 9 , 


و 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 
(ه) -الحدث أن الطالب يدرس مقررين بالضبط . 


الحدث أن الطالب يدرس مقررين بالطبط بمثلسه 
المناطق المظللة 11,177,771 كما موضح بشكل 


© 8)لا(/8 0 © م )لا ©8006 لممى) 
وعدد عناصرة هو 8+14+6-8 


(5) - الحدث أن الطالب يدرس مقررين على الأقل . 


الحدث أن الطالب يدرس مقررين على الأقل مله 
المناطق المظللة 11,177,37,17/1 كما موضح 
بشكل فن , إذن الحدث هو 

(/4 0 © 8)نا(( © لا8) 0 4) 
وعدد عناصره هو 8+14+16+6-44 


(10) -الحدث أن الطالب يدرس مقرر واحد على الأكثر . 


الحدث أن الطالب يدرس مقرر واحد على الأكشر 
يمثله الخاطق المظللة 111لا, 1آلآ, 111 , 1 كما 
موضح بشكل فن وهو مكملة الحدث أن الفالب 
يدرس مقررين على الأقل . إذن الحدث المطلوب هو 

0610 8)نا (١‏ 6©6لا5) ل م)) 
وعدد عناصره هو 1- 75-44 


ةك 


مبادئ الاحتمالاات 


مثال " : 

في مجموعة من 120 طالب بكلية التربية وجد أن 100 طالب يدرسون على الأقل واحدة 

من اللغات الإنجليزية : الفرنسية , الألمانية . ووجد أن 65 طالب يدرسون اللغة الإنجليرية, 

5 طالب يدرسون اللغة الفرنسية » 42 طالب يدرسون اللغة الألمانية » 20 طالب يدرسون 

اللغة الإنجليزية والفرنسية , 25 طالب يدرسون اللغة الإنجليزية والألانية. 15 طالب 

يدرسون اللغة الفرنسية والألمانية . تم اختيار طالب بطريقة عشوائية من مجموعة الطلاب . عبر 

عن ثم كون شكل فن للحدث أن الطالب يدرس اللغات الثلاثة وأوجد عدد عناصره . كذلك 

أوجد عدد عناصر الأحداث المختلفة في شكل فن . 

الجحل: 

نفرض أن الحدث م اختيار طالب يدرس الإنجليرية » الحدث 8 اختيار طالب يدرس 

الفرنسية . الحدث © اختيار طالب يدرس الألمانية . وحيث أن 100 طالب يدرسون على 

الأقل واحدة من اللغات الثلاث إذن 100-( ©ل|8ل|ا4 )2 وبالتعريض في القانون 
(همه) مده )م+ (8)م+ زه) م - ( © نا8 لان ) « 

(©مظله) د +م8) د -0لمه) م - 
إذن 


( 408066 )م +15 - 25 -20 -42 + 45 + 65 ع 100 


وبالتالي 8 -( ©4086 )2 إذنالحدث أن الطالب يدرس الثلاث لغات هو 
6] 8 )ل وعدد عناصره 8 . والآن نستخدم هذه النتيجة لملء شكل فن كما وضحنا 
بالمثال السابق , وبالتالى عدد الطلاب في كل من المناطق الثمانية بشكل فن يكون كما موضح 
بالشكل الآتى : 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


تعريف ١5‏ : الأحداث المسافية 
يقال أن الحدثان 83 , 4 متافيان أو مانعان لبعضهما البعض إذا كان وقوع 
إحداهما يمع وقوع الآخر. أي أن 4113-46 وهذا يعنى أن الحدثان لا يمكن 


أن يقعا معا . 


شكل فن يوضح © - 0(8] 4م حيث 
الحدثان 3 , كم مسشافيان . 


وبوجه عام : الأحداث م4, ... ,د4,رخ تسمى أحداث متافية إذا كانت متنافية 
مثنى مننى أي إذا كان 

(لظهى ... ,41,2 غ1 ٠9‏ © - برها به 
ويمكن أن يمتد هذا التعريف إلى عدد لا فهائي قابل للعد من الأحداث 6.. وجةوزرك4 
فتسمى أحداث متافية إذا كانت متافية مثنى مننى أي إذا كان 

(... ,1,2)ع [ع*ؤ 9 © - بخ )ا زى 
وكأمثلة على الأحداث المتنافية : 
- في تجربة إلقاء عملة معدنية مرة واحدة فإن فضاء العينبة (411,1 - 9 وإذا كان الحدث فر 
هو ظهور وجه الصورة (8-111 والحدث 8 هو ظهور وجه الكتابة 18-41 فإن 
الحدثان 8 , 4 حدئثان مسافيان . 
- في تجربة إلقساء حجر نرد مرة واحدة فإن فضاء العيئة يكون (41,2,3,4,5,6) - 
وإذا كان الحدث هر هو ظهور عدد أقل من 4 والحدث 8 هو ظهور عدد اكبر من 3 2 أي 
أن (8-44,5,6 , (4-141,2,3 إذن الحدثان 17 , حم حدثان متنافيان . 


1. 


مبادئ الاحتمالاات 


تعريف ١7‏ : تجرئ فضاء العينة 

مجموعة الأحداث مل, ... ,4,42 تسمى تجزيئاً لفضاء العينة 8 إذا كان 

١‏ الأحداث يلك, ... .4,42 متافية, أي أن 

كذ 91212112 ©- بذا) به 

؟ -الأحداث يلث, ... ,41,427 تكرن فضاء العينة 5 أي أن إم 7 5 
1-1 

في الشكل الموضح نلاحظ أن الأحداث 

5 ويك 47, 41142 تكوّن تجري 

لفضاء العيئة 5 فهي أحداث متنافية مشغنى 


ذن واعإحضا يها بع 0 901 جوم ساد 


ولأي حدث 4 من فضاء العيبة 8 فإن 
الحدث 4 مع مكملته '4 يكونان تجزي 
لفضاء الينة 48 عحيث 
'ةلاذه - 5 8 © دع'وااة 


مثال :85٠‏ 
في تجربة إلقاء عملة معدنية وحجر نرد على التوالي اكتب فضاء العيئنة 58 للتجربة وكوان 
مجموعة من أربعة أحداث توضح يما مفهوم التجزيء لفضاء العينة . 
الحل : بفرض أن 51 ترمز إلى صورة » '1 ترمز إلى كتابة فإن فضاء العيئة يكون 
(13,14,715,16 ,11,12 ,116 ,85 ,2,113,114 111,11 ) - 5 
نفرض اخدث [ل4م ظهور الصورة مع عدد زوجي واخدث ده ظهور الصورة مع عدد 
فردى والحدث 43 ظهور الكتابة مع عدد زوجي والحدث و4 ظهور الكتابة مع عدد فردى 
(818385!- ره 1 (82,84.116) ع درنه 
(11,1315] د يذ 5 (112,14,16- وم 
إذن الأحداث ه ل , لك , 2 لك , ] لك مصسافية وكورن تجري لفضاء العيبة 8 . 


ا 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 
مثال 5١‏ : 
اكب من عند ثلاثة أخدات مشافية وفيت يون تجزئ لقنضاء العينة في كل من التجتسارب 
العشوائية الآتية : 
١‏ - تجربة تسجيل نوع وترتيب الأطفال في العائلات التي لديها ثلاثة أطفال . 
؟ - تجربة قياس العمر الافتراضي للمصابيح الكهربائية التي تنتجها أحد المصانع . 
* - تجربة سحب ورقة من أوراق اللعب ” أوراق كوتشينة عادية " 
4 - تجربة اختيار نقطة بطريقة عشوائية داخل الفترة [ « , 8 ] على خط الأعداد . 
ه - تجربة اختيار نقطة عشوائياً على أو داخل سطح الأسطوانة 6 - 2و + شع 
وامحدودة بالمستويات 9 -# , 2-1 . 

الجل: 
١‏ - في تجربة تسجيل نوع الأطفال في العائلات التي لديها ثلاثة أطفال بفرض أن الرمز طآ 
يعنى ولدا والرمز 8 يعنى بنتا فإنه مع مراعاة الترتيب في الولادة فإن فضاء العيئة يكون 

( 588 . طقع , عطع , ططع , ووط ر طعط , قطط , ططط ) - 5 ٍ 
نفرض أن الحدث 41 يعنى أن الأطفال الثلاثة من نفس النوع والحدث «ف4 يعنى وجود بنشد 
واحدة في العائلة والحدث 41 يعنى وجود ولداً واحداً في العائلة , إذن 
لطعي روطع ريعط) - يذ ,. إططع , طوط , 8طط ) - رة , ( م8ععرططط ) ع رى4 
نلاحظ أن الأحداث الثلاثة وق و وى , بى متافية مثى مننى وحيث أن وذلا ي4لا بى4 -5 
إذن الأحداث الثلاثة تُكوّن تجرئ لفضاء العيئنة 8 . 


؟ - في تجربة قياس العمر الافتراضي للمصابيح الكهربائية فإن فضاء العينة 58 يمكن تعريفه 
بالصورة ( 0 <« : « )- 8 حيث ا عدد حقيقي غير سالب بمثل النمن مقساس 
بالساعات وكسورها من دقائق وثواني . نفرض الحدث [ أن يكون المصباح الكهربائي 
صاخ لمدة 200 ساعة على الأقل والحدث ( 4 أن يكون صال لمدة 100 ساعة على الأكثر 
والحدث و4, أن يكون صاخ لمدة اكبر من 100 ساعة واقل من 200 ساعة , إذن 

(200 ><>100 : )ع يذ , [ 100 > : < ! - يذ , ( 200 << :< 1- به 
إذن الأحداث الغلائة و4 , رى , إلى منافية مثنى مننى وهى تجرئ لفضاء العينة 8 . 


6 


مبادئ الاحتمالات 


* - في تجربة سحب ورقة من أوراق اللعب " أوراق كوتشينة عادية " وعددهم 52 ورقة 
نفرض الحدث و أن تكون الورقة المسحوبة صورة والحدث وهر أن تكون الورقة المسحوبة 
تحمل عدد زوجي والحدث 4 أن تكون الورقة المسحوبة تحمل عدد فردى , إذن الأحداث 
الثلائة و4 , 4 , 41 متافية مننى مننى وهى تجزئ لفضاء العينة . 


4 - في تجربة اختيار نقطة بطريقة عشوائية داخل الفترة [ ١‏ , 8 ]| على خط الأعداد نفرض 
النقطتان ]| ,| ع 0,ع بحيث أن >2>>0 ونفرض الأحداث 
].ءة]- [©>2>ة :2 )ع رم 
]ل,» ! - ( 0 > >» :عإ)د درم 
زطبل]- (ط>كعكل :نع)دوة 


إذن الأحداث الثلاثة و4 , يخ , ب متنافية مننى مثنى وهى تجرئ لفضاء العيئنة [ط,]-8 . 


ه - في تجربة اختيار نقطة عشوائياً على أو داخل سطح الأسطوانة 4 - ةيودي * 
والمحدودة بالمستويات 9 2 , 2-1 فإن فضاء العينة يكون 

(1>2>9 , 4> نو + نع : (7جرل,ع))- 5 
نفرض الأحداث الثلاثة وى , و , بخ كالآي : 


( 1>2>3 , 44> تنرو+ة*: :(جروىع))د بم 
( 3>2>6 , 4> نرب : (جرلارع)) يم 
( 6>2>9 , 4> +« :(ت#رلارع))- رم 


نلاحظ أن مجسم الاسطوانة تم تجريئه إلى ثلاث مجسمات كل منها بمثل حسدث والأحداث 


العلاثة و4 , د , بخ متافية مننى مننى واتحادها يعطى نجسم الاسطوانة بالكامل » إذن 
الأحداث الثلاثئة و , رى , ىم ثُمثل تجرئ لفضاء العينة 8 . 


5: 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


: أكتب فضاء العينة موضحا عدد عناصره في كل من التجارب العشوائية الآتية‎ - ١ 
. إلقاء عملة معدنية ثم حجر نرد على الترتيب‎ - ١ 
. ؟ - إلقاء حجر نرد ثم عملة معدنية على الترتيب‎ 
. إلقاء عملة معدنية ثلاث مرات على التوالي‎ - '* 
. إلقاء ثلاث عملات معدنية متمائلة في آن واحد‎ - 4 
. ه - إلقاء عملة معدنية أربعة مرات متتالية‎ 
. إلقاء حجري نرد متميزين‎ - 5 
. إلقاء حجري نرد متمائلين‎ - / 
. وضع ثلاثة كتب مختلفة على أحد الرفوف‎ - 
. ترتيب ثلاثة أشخاص للجلوس على ثلاثة مقاعد في صف‎ - 4 
. ترتيب الأرقام 4 ,1,2,3 للحصول على عدد من أربعة خانات‎ - ٠ 


؟ - يراد عمل دراسة على العائلات من حيث عدد الأطفال لديها ومع مراعاة الترتيب في 
الولادة أكتب فضاء العينة في كل من الخحالات الآتية : 
١‏ - للعائلات التي لديها طفل واحد فقط . 
؟ - للعائلات التي لديها طفلان . 
* - للعائلات التي لديها ثلاثة أطفال . 
- للعائلات التي لديها أربعة أطفال . 
ه - للعائلات التي لديها طفل واحد أو طفلان . 
5 - للعائلات التي لديها ثلاث اطفال على الأقل . 


مبادئ الاحتماللات 


“ - في تجربة إلقاء قطعة نقود ثلاث مرات على التوالي » أوجد كل من الأحداث الآتية : 
-١‏ الحدث |4 ظهور الصورة مرتين على الأقل . 
؟ - الحدث 47 ظهور الصورة مرة واحدة على الأقل . 
# - الحدث و4 ظهور الصورة مرة واحدة على الأكثر . 
غ - الحدث و4 ظهور الصورة في الرمية الثانية . 
ه - الحدث و1, عدم ظهور الصورة على الإطلاق . 


؛ - في تجربة إلقاء حجر النرد مرتين على التوالي » أوجد كل من الأحداث الآتية : 
١-الحدث‏ إلى ظهور العدد 5 في الرمية الثانية . 
؟ - الحدث يخ مجموع العدديين الظاهرين اكبر من 7 . 
” - الحدث رح مجموع العدديين الظاهرين يقبل القسمة على 3 . 
4 - الحدث 4 ظهور عدد في الرمية الأولى اكبر من الذى يظهر في الرمية الثانية . 
ه _الحدث وم عدم ظهور العدد 6 في الرميتين . 


ه - للعائلات التي لديها طفلان ومع مراعاة ترتيب الولادة » أوجد كل من الأحداث الآتية : 
١‏ -الحدث إلى يعنى عدم وجود بت للعائلة . 
؟ -الحدث رخ يعنى وجود ولد واحد على الأكثر في العائلة . 
« -الحدث إلى يعنى وجود بنت واحدة على الأكثر في العائلة . 
-الحدث إل يعنى وجود ولد وبدت في العائلة . 
ه - الحدث 45 يعنى أن المولود الثابئ ولد . 


5 - للعائلاات التي لديها ثلاثة أطفال ومع مراعاة الترتيب في الولادة. أوجد كل من 
الأحداث الآتية : 
١-وجود‏ بدت واحدة على الأقل في العائلة . «- عدم وجود بنت في العائلة . 


؟-وجود بدت واحدة على الأكثر في العائلة ‏ 2 4- المولود الثاني ولد . 


اه 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


٠‏ - عرف فضاء عينة مناسب لتجربة اختيار مجموعتين مختلفتين عشوائيا من مجموعة الققرى 
(4)م في حالة (4-41,2 ثم في حالة [4-48,8,0 وفي كلتا الحالتين أوجد 
كل من الأحداث الآنية : 
١‏ --اختيار مجموعتين تقاطعهما المجموعة الخالية . 
١‏ - اختيار مجموعتين كل منهما مكملة للأخرى . 
- اختيار مجموعتين أحدهم تحوى عناصر اكثر من الأخرى . 
غ - اختيار مجموعتين اتحادهم يعطى اجموعة 4م . 


م - عرف فضاء عينة مناسب لتجربة سحب ثلاث قطع نقود معا من كيس يعتسوى على 
عدد 4 قطع نقود من فئة 50 قرش »ء 3 قطع نقود من فئة 25 قرش » 2 قطعة من 
فئنة 20 قرش , 5 قطعة من فئة 10 قروش وقطعة واحدة من فئة 5 قفروش ثم وضح 
كل من الأحداث الآتية : 

. أن يكون جملة المبلغ المسحوب 70 قرش بالضبط‎ - ١ 

! - أن يكون جملة المبلغ المسحوب أكبر من 70 قرش . 

" - أن يكون جملة المبلغ المسحوب أكبر من 60 قرش وأقل من 150 قرش . 
4 - أن يكون جملة المبلغ المسحوب 50 قرش على الأكثر . 

ه - أن يكون جملة المبلغ المسحوب 100 قرش على الأقل . 


9- سحبت 4 كروت عشوائيا على التوالي وبدون إرجاع من مجموعة تتكون من 18 
كارت ملون يما 5 كروت حمراء » 5 كروت سوداء » 3 كروت بيضاء . 5 كروت 
خضراء ؛ عرف فضاء عينة مناسب للتجربة وأوصف كل من الأحداث الآتية : 

. الكروت الثلاثة المسحوبة من اللون الأزرق‎ - ١ 
. الكروت الثلاثة المسحوبة من اللون الأبيض‎ - ١ 
. الكروت الثلاثة المسحوبة من نفس اللون‎ - 
. الكروت الثلاثة المسحوبة تحمل الألوان الثلاثة في علم جمهورية مصر العربية‎ - 4 
. ه - الكروت الثلاثة المسحوبة من ألوان مختلفة‎ 


حت 


مبادئ الاحتمالاات 


-٠‏ صندوق يحتوى على 20 كرة مرقمة من 1 إلى 20 والكرات السبعة الأولى في الترقيم 

بيضاء والكرات الثمانية التالية في الترقيم حمراء والكرات المتبقية في الترقيم سوداء : 

١‏ - عين فضاء عينة مناسب لتجربة سحب كرة واحدة من الصندوق وأوصف الأحداث 
© , 8 , 4 حيث لخم سحب كرة بيضاء » 8 سحب كرة مصراء 2 )© سحب 
كرة سوداء . 

؟ - عين فضاء عينة مناسب لتجربة سحب كرتين واحدة بعد الأخرى من الصندوق مع 
إرجاع الكرة المسحوبة أولا قبل سحب الكرة الثانية وأوصف الأحداث 7 , 8 , 1 
حيث 17 هو الحدث أن الكرة المسحوبة أولا حمراء . 17 هو الحدث أن الكرة 
المسحوبة ثانيا سوداء , 7[ هو الحدث أن الكرتان بيضاء . 

- عين فضاء عينة مناسب لتجربة سحب كرتين واحدة بعد الأخرى من الصندوق 
بدون إرجاع وأوصف الأحداث 1, :18 , 1 المشار اليها في المطلوب ؟ . 


١‏ مخرن للأجهزة الكهربائية به 60 جهاز تليفزيون 177 ؛ 40 جهاز راديو ؛ أراد أمين 
المخزن التحقق من صلاحية الأجهزة ومعرفة ما إذا كانت تعمل أو لا تعمل . أكتب 
فضاء عينة مناسب لهذه التجربة ووضح كل من الأحداث الآتية : 

. جميع الأجهزة تعمل‎ - ١ 
. ؟ - لا يوجد أى جهاز راديو صالح للعمل‎ 
. أول خمسة أجهزة تليفزيون فحصهم كانت لا تعمل بينما باقى الاجهزة تعمل‎ - * 


- بائع جرائد يبدأ يومياً عمله ومعه 75 جريدة , عرف فضاء عينة مناسب لتجربة معرفة 
عدد الجرائد التي يبيعها في يومين متتاليين وأوصف كل من الأحداث الآتية : 
١‏ - يبيع 10 جرائد على الأقل في اليوم الأول . 
؟ - يبيع 9 جرائد على الأقل في اليوم الثاني . 
* - يبيع 8 جرائد على الأقل في كل من اليومين . 
4- عدد الجرائد التى تم بيعها في اليوم الثابي أكثر من التى تم بيعها في اليوم الأول . 
ه- مجموع ما تم بيعه في اليرمين أقل من 80 جريدة . 


ون 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


-١‏ نفرض تجربة قياس العمر الافتراضي للمصابيح الكهربائية . أكتب فضاء عينة مناسب 
هذه التجربة ووضح كل من الأحداث الآتية : 
١‏ الحدث أن اللمبة الكهربائية تكون صالحة لمدة 600 ساعة على الأقل . 
؟ -الحدث أن اللمبة الكهربائية تكون صالحة لمدة 1200 ساعة على الأكثر . 
الحدث أن اللمبة الكهربائية تكون صاحة لمدة 850 ساعة بالضبط . 
الحدث أن اللمبة الكهربائية تكون صالخحة لمدة تتراوح بين 800 : 1100 ساعة . 
ه - الحدث أن اللمبة الكهربائية تكون غير صالحة على الإطلاق . 


-١‏ مكالمة تليفونية من شخص ما يتم الانتظار لاستقبافها بين الساعة 7:00 والساعة 
0 صباحا من كل يوم . أكتب فضاء عينة مناسب لتجربة تسجيل وقت المكالمة 
ووضح كل من الأحداث الآتية : 

. وصول المكالمة خلال ربع ساعة بعد السابعة‎ - ١ 

؟ - وصول المكالمة في مدة لا تزيد عن حمس دقائق بعد السابعة والربع . 
* - فترة الانتظار اقل من 10 دقائق . 

4 - فترة الانتظار أكبر من 10 دقائق . 

ه - فترة الانتظار أكبر من 5 دقائق واقل من ربع ساعة . 


- حافلة للركاب تتسع لعدد 28 راكب .ء تتوقف الحافلة في محطة ما بين الساعة السابعة 
0 والساعة الثامنة 8:00 صباحا من كل يوم . نفرض التجربة العشوائية التي 
تتكون من رصد عدد الركاب الموجود في الحافلة وقياس وقت وصول الحافلة إلى هذه 
المخطة . أكتب فضاء عينة مناسب لهذه التجربة ووضح كل من الأحداث الآتية : 
١‏ _الحافلة تصل إلى المخطة ويما عدد 24 راكب ما بين الساعة 7:15 والساعة 7:45 . 
؟- الحافلة تصل إلى الخطة الساعة السابعة والنثلثك 7:20 . 
- الخحافلة تصل إلى المخطة الساعة السابعة والثلث 7:20 وبا عدد 26 راكب. 
4 - الحافلة تصل إلى الخطة وبا عدد 23 راكب . 
ه -_الخحافلة تصل إلى المخطة ما بين الساعة 7:25 والساعة 7:45 . 


ين 


مبادئ 


الاحتماللات 


- سيارة أجرة تتبع أحد شركات السياحة تحمل الركاب من مطار القاهرة الدولي إلى 


-11/ 


-1١4 


ثلاثة فنادق مختلفة تتعامل معها شركة السياحة , فإذا علمت أن السيارة غادرت المطار 
وما عدد 2 من السائحين . أكتب فضاء عينة مناسب لوصف نزو لهم في الفنادق 
الثلاثة ثم اكتب عناصر الحدث أن السائحين ينزلان في نفس الفندق .أجب عما مسبق 
إذا غادرت السيارة المطار وجا ثلاثة من السياح. 


أوصف فضاء عينة مناسب في كل من التجارب العشوائية الآتية : 
١‏ - إلقاء عملة معدنية باستمرار وحساب عدد المرات اللازمة حتى يظهر وجه الكتابة 
لأول مرة . 
؟ - إلقاء حجر نرد باستمرار وحساب عدد المرات اللازمة حتى يظهر رقم 6 لأول مرة. 
# - إلقاء حجري نرد باستمرار وحساب عدد المرات اللازمة حت يظهر رقمين 
متساويين على الوجهين . 
غ - اخنيار نقطة بطريقة عشوائية داخل الفترة [ 0 ,8 ] على خط الأعداد . 
ه - اختيار نقطة بطريقة عشوائية داخل دائرة في المستوى مركزها النقطة (8,5) 
ونصف قطرها 1. 
5 - اختيار نقطة عشوائيا داخخل المستطيل المحدود بالمستقيمات 4 +-98 , 5+-2 . 
- اختيار نقطة عشوائيا على أو داخل سطح كرة في الفراغ مركزها (©,8,5) 
ونصف قطرها 7 . 
م - اختيار نقطة عشوائيا على أو داخل سطح مكعب في الفراغ محدود بالمتويات 
37-12-2, 2-122 20 
4 - اختيار نقطة عشوائيا داخل سطح الاسطوانة 2-9 + 2 ومحدودة 
بالمستويات 4 - ل , 3-1 . 


كون الشجرة البيانية لاستنتاج فضاء العينة الذي يوضح جميع الترتيبات الممكلة من 
الأولاد والبئات في عائلة لديها أربعة أطفال . وأوجد عناصر كل من الأحداث الآنية : 
1-وجود ببت واحدة على الأقل في العائلة . “ا وجود ولدان في العائلة . 
؟-وجود بست واحدة على الأكثر في العائلة . 4- المولود الرابع ولد . 


نات 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


8- يراد عمل درامة على العائلات التي لديها طفلان أو ثلاثة أطفال ومع مراعاة الأسسبقية 
ف الولادة 3 أرسم الشجرة البيانية لاستستاج فضاء العينة الذي يوضح جميع الترتيات 
الممكنة وأوجد عناصر كل من الأحداث الآتية : 


. العائلات التي طفلها الأكبر ولد . 5 - العائلات التي لديها بدت‎ ١ 
. ؟- العائلات التي طفلها الأصغر بدت . /ا - العائلات التي لديها ولد‎ 
. العائلات التي لديها بنتان وولد. م - العائلات التي ليس لديها أولاد‎ - 


4 - العائلات التي لها الأولاد أكثر من البنات. 4 - العائلات التي لديها بنتان . 
ه - العائلات التي ها البنات أكثر من الأولاد . -١١‏ العائلات التي لديها ولدان . 


-٠‏ ألقيت عملة معدنية لملاحظة ظهور وجه الصورة أو وجه الكتابة » فإذا ظهر وجه العملة 
الصورة يتم إلقاء حجر نرد بيئما إذا ظهر وجه الكتابة يتم إلقاء العملة المعدنية مرة ثانية . 
أرسم الشجرة البيانية للتجربة وأوجد عناصر كل من الأحداث الآتية : 

. ظهور عدد زوجي . "' - عدم ظهور صورة‎ - ١ 
. ؟ - ظهور صورة واحدة على الأقل . - ظهور صورة واحدة على الأكثر‎ 


1 ف مباراة للتدس بين لاعبين 3 , د يفوز بالمباراة اللاعب الذي يفوز بثلائة أشواط 
على طول الباراة . كون الشجرة البيانية التى تمثل جميع النواتج الممكنة للمباراة ٍ 


5 _ يلعب فريقان مباراة ما ويعتبر الفريق فائزا إذا فاز في شوطين على التوالي أو أربعة 


أشواط في كل المباراة » كون الشجرة البيانية لججميع الطرق التي يمكن أن تتم يما المباراة. 


7 - في مباراة لكرة السلة من ثلاثة أشواط بين فريقين , يفوز بالمباراة الفريق الذي يكسب 
شوطين من أشواط الباراة . كون الشجرة البيانية التي تمثل جميع نواتج المباراة . 


4 - في مباراة للشطرنج 013655 بين لاعبين يفوز بالمباراة اللاعب الذي يفوز بشوطين 


متتاليين أو يفوز بثلائة أشواط على طول الباراة . كون الشجرة البيانية التي تمثل جميع 
النواتج الممكنة للمباراة . 


كه 


مبادئ الاحتمالاات 


ه- كيس يحتوى على أربعة قطع نقود اثنتان عاديتان واثنتان ذات صورتين , اختيرت قطعة 
من الكيس بطريقة عشوائية ثم ألقيت , إذا ظهر وجه الصورة فإن القطعة نفسها تلقى 
مرة أخرى بينما إذا ظهر وجه الكتابة فأننا نختار قطعة نقود من الثلاث قطع لمتبقية 
بالكيس ثم تلقى . ارسم شجرة بيانية للتجربة وأكتب عناصر كل من الأحداث الآتية : 
١‏ - ظهور صورة هرة واحدة على الأكثر . 
؟ - ظهور الصورة مرتين . 


5"- كيس يحتوى على ثلاث قطع نقود اثنتان عاديتان وواحدة ذات صورتين , اختبرت قطعة 
من الكيس بطريقة عشوائية ثم ألقيت , إذا ظهر وجه الصورة نقوم يإلقاء حجر نرد مرة 
واحدة بيدما إذا ظهر وجه الكتابة فأننا نختار قطعة نقود من القطعتين المتبقيتين بالكيس 
ثم تلقى فإذا ظهر وجه الصورة نقوم بإلقاء حجر نرد مرة واحدة . ارسم شجرة بيانية 
للتجربة واكتب فضاء العينة ثم أكتب عناصر كل من الأحداث الآتية : 
١‏ - ظهور عدد زوجي . 
١‏ - ظهور صورة على الأقل . 


17؟- في أحد الفنادق الكبرى كان حجز الأجنحة يتم وفقا للاختيار من الثلاث مجموعات 
الموضحة بالجدول الآ : 


نامي ا ا ا ا 2 
المجموعة الأولى المجموعة الثانية المجموعة الثالغة 
( الأجلحة ) ( عدد الغرف ) ( الطابق ) 
جناح ممتاز اغرفي 00 أ الطابق الأول 
جناح جيد الطابق الثا: 
ثلاث غرف د تعد 
الطابق النالث 


ارسم شجرة بيانية توضح جميع الاختيارات الممكنة واكتب فضاهء العينة ثم أكتب 
عناصر كل من الأحداث الآتية : 

. حجز جناح ثمتاز في الطابق الثالك‎ - ١ 

؟ - حجز جناح من ثلاث غرف بالطابق الأول . 

. حجز جناح متوسط‎  '"“ 

- حجز جناح من غرفتين . 


باه 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


8- النقاط 1 , 2 , (1 4,8,6 في الرسم الآيَ تدل على 6 مدن والخطوط تدل 


على جسور تربط بينها . بدأ رجل من المدينة 4 رحلة بسيارته للتجول من مدينة إلى أخرى 
واعتزم التوقف واخذ استراحة إذا لم يمكنه مواصلة التجول بدون أن يعبر نفس الجسر مرتين . 
أوجد عدد الطرق التي يمكنه التجول يما بين المدن قبل أن يتوقف للاستراحة . وإذا كان يوجد 
طريق مباشر بين المدينتين 1 , 4 فأوجد عدد الطرق التي يمكنه التجول يما بين المدن في هذه 
الحالة قبل أن يتوقف للاستراحة . 


4- في الرسم الآنَ تسعة نقاط ,7 ,لا ,ا ,18,5 , 6,1 , 8 و 4 بدأرجل في 
التحرك من النقطة ع ويسمح له في كل مرة بالحركة خطوة رأسية أو خطوة أفقية 
:)الاقم _ دير 


7 يي _لسساز1 


تتكتك 1 تت 
ويتوقف عن الحركة إذا لم يتمكن من مواصلة السير بدون المرور على نقطة يكون قد 
مر يما من قبل . أوجد عدد الطرق التي يمكنه أن يتجول بما إذا كانت الخطوة الأولى من 
إلى 2 . وإذا كان يوجد طريق بين 8,10 وطريق بين 4,1 كمامرضح 


7 
بالرسم فأوجد عدد الطرق التي يمكنه أن يتجول بما في هذه الحالة إذا كانت الخطوة 
الأول من < إلى 3 . 


مه 


مبادئ الاحتماللاات 


٠‏ يوجد ثلاثة أشخاص بمحطة مترو وعند وصول قطار مترو من ثلاث عربات صعد 
الأشخاص الثلاثة إلى القطار . ارسم شجرة بيانية توضح جميع الإمكانات المتاحة لصعود 
الأشخاص الثلاثة إلى عربات القطار . ووضح كل من الأحداث الآتية : 

. الحدث صعود الأشخاص الثلاثة في عربتين على الأكثر‎ -١ 
. ؟ - الحدث صعود الأشخاص الثلاثة في عربتين فقط‎ 


-"١‏ في اختبار بنظام الاختيار من متعدد بحيث أن لكل سؤال ثلاثة اختيارات منها إجابة 
واحدة فقط صواب فإذا كان الاختبار يتكون من ثلاثة أسئلة » أرسم الشجرة البيانيية 
التي تورضح جميع الإمكانات المتاحة للإجابة على الاختار ومن ذلك امتتج كل 
من الأحداث الآتية : 
١‏ -الإجابة تكون صواب عن سؤالين . 
؟ - الإجابة تكون صواب عن سؤالين على الأكثر . 
الإجابة تكون خخطأ عن سؤالين على الأكثر . 
غ - عدد الإجابات الصواب تكون اكثر من عدد الإجابات الخطأ . 
ه ‏ الإجابة تكون صواب عن الأسئلة جميعها . 


؟"- في أحد محطات القطارات المردحمة يتم اختيار سيارات الأجرة التي تحمل الركاب وفقا 
لعرتيب وصوها إلى امخطة . نفرض الحدث 8 وجود 6 سيارات على الأقل تعفر 
دورها لتأخذ الركاب , الحدث 12 وجود 4 سيارات على الأكثر والحدث © 
يوجد 3 سيارات بالضبط . عبر عن كل من الأحداث الآتية : 
856 الى 8م , ١‏ 
6ه ,و 8]1)00 .ىو الث ., الك 


9" فى تجربة إلقاء حجر نرد مرة واحدة فقط فإذا كان الحدث 4 هو ظهور عدد فردى 2 

الحدث 18 هو ظهور عدد أكبر من 3 والحدث © هو ظهور عدد يقبل القسمة على 3 
عبر عن كل من الأحداث الآتية : 

56 الى ا ظحك , 8 

'60[])ك .ى, ‏ ()[]8 , 16م . لم 


68 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 
غ”- لأي حدثان 8 , د من فضاء العينة 8 لتجربة عشوائية وباستخدام طريقة انتماء 
العنصر اثبت صحة كل ما يأ : 
“48 - 8 - م -1 


لانم - (08ه4) -2 
ه-(هلا8 )0ه -3 


ه”- نفرض الأحداث 8,600 , 4 من فضاء العينة 5 لتجربة عشوائية وباستخدام طريقة 
انتماء العنصر اثبت صحة كل مما يأ : 

(علاه)8(0لاه)-(806)لاه -1 

(>40)نا(8 مقه)- (علا8 )له 2-22 

© نا( 'ظلاه) - (ع86)لاه -3 

(عناه)نا(8 مند) - ((©80)لاه) ‏ -4 


5"- نفرض الأحداث )© و8 , د من فضاء العيئنة 5 لتجربة عشوائية . وضح معنى كل 
من العلاقات الآنية : 

6-8©/اق8لالهش -1 

© )8ه 2-2 

*- نفرض الأحداث © , 8 , 4 من فضاء العينة 8 لتجربة عشوائية . عبر عن كل من 
الأحداث الآتية بصورة مبسطة 

6 8 لاش )١)('8لاه)‏ -1 

2- )هال8'(0)هال©()١)هال©(‎ 

3- (©لاه)0'ه‎ ١) ']١ 8( 

“اظلاه)لا(08غ4-ه) -4 

((4'08)نلا( ظلانئذه))-(5-408لاه) -5 


4- نفرض الأحداث 8,6 , ل من فضاء العينة 8 لتجربة عشوائية . وضح أي مسن 
العبارات الآتية صواب وأيها خطأ . 

8لاه - 85لا(8 ل]ه-ه) -1 

("©لا8)لم'ه © (8لاه) -2 

©لاظ لاه (©١)8)لا(©١)ه)لا(008م)ه)‏ -3 


و5 


مبادئ الاحتمالالات 


4- نفرض الحدثان 13, 4 من فضاء العينة 5 لتجربة عشوائية . عبر عن ثم ارسم 
شكل فن لكل من الأحداث الآتية : 
١‏ - أنيقع فى أولايقع 8 . ؟ - أن يقع له أو 8 وليس كلاثما . 


-4٠‏ نفرض الأحداث © ,8 , 4 من فضاء العينة 8 لتجربة عشوائية . عبر عن ثم ارسم 
شكل فن لكل من الأحداث الآتية : 
-١‏ الحدث وقوع 8 فقط . 
؟ - الحدث وقوع 4 و)) معا وعدم وقوع 3 . 
* - الحدث عدم وقوع ل و80 أو وقوع © . 
4 - الحدث عدم وقوع 4 أو 8 ووقوع © . 
-١‏ نفرض الأحداث 8 , 4 من فضاء العيئة 5 لتجربة عشوائية . وضح شكل فن لكل 
من الأحداث الآتية : 
(/4) 8)لا('8 (4)0) -3 408 -1 
زه - '8'(0)8 نا'ة) -4 (/8لاه) -2 
7- نفرض الأحداث 0 ,و 8, كد من فضاء العينة 8 لتجربة عشوائية . وضح شكل فن 
لكل من الأحداث الآتية : 
ونه م06 6)لا(©لا'8 0ه) -3 (ه -دهء)8(06لاه) -1 
0201/١ 4(‏ '82'()1)8 )]'ذ) -4 )١'(‏ 0 )لا( 8 [4)0) -2 
“4- في مجموعة من 250 طالب بالكلية وجد أن 230 طالب يدرسون على الأقل واحدة 
من اللغات الإنجليزية» الفرنسية , الألمانية ووجد أن 135 طالب يدرسون اللغفة 
الإنجليزية . 86 طالب يدرسون اللغة الفرنسية » 54 طالب يدرسون اللغة الألمانية , 
0 طالب يدرسون اللغة الإنجليزية والفرنسية . 35 طالب يدرسون اللغة الإنجليزية 
والألمانية » 15 طالب يدرسون اللغة الفرنسية والألمانية . تم اختيار طالب بطريقة 
عشوائية من مجموعة الطلاب . عبر عن ثم ارسم شكل فن للحدث أن الطالب يدرس 
الغلاث لغات وأوجد عدد عناصره . كذلك أوجد عدد عناصر الأحداث المختلفة في 


شكل فن . 


5١ 


الفصل الأول - التجارب العشوائية 


4- في مجموعة تتكون من 100 طالب وجد أن 20 طالب يدرسون اللغة العربية 
والرياضيات والعلوم . 29 طالب يدرسون الرياضيات والعلوم » 35 طالب يدرسون 
الرياضيات واللغة العربية » 26 طالب يدرسون العلوم واللغسة العربية.8 طصلاب 
يدرسون الرياضيات فقط ,» 12 طالب يدرسون العلوم فقطا , 22 طالب يدرسون 
اللغة العربية فقط . تم اختيار طالب بطريقة عشوائية من مجموعة الطلاب . عبر عن ثم 
ارسم شكل فن وأوجد عدد عناصر كلل من الأحداث الآنية : 

. الحدث أن الطالب يدرس الرياضيات‎ - ١ 
. الحدث أن الطالب يدرس الرياضيات فقط‎ - ٠» 
الحدث أن الطالب يدرس الرياضيات والعلوم ولا يدرس اللغة العربية‎ - * 
. غ - الحدث أن الطالب يدرس الرياضيات ولا يدرس العلوم‎ 
. ه - الحدث أن الطالب يدرس مقررين بالضبط‎ 
. الحدث أن الطالب يدرس مقررين على الأقل‎ - 5 
. ا - الحدث أن الطالب يدرس مقررين على الأكثر‎ 
. م - الحدث أن الطالب يدرس مقرر واحد على الأقل‎ 
. الحدث أن الطالب يدرس مقرر واحد على الأكثر‎ - 8 
. الحدث أن الطالب لا يدرس أيا من المقررات الثلاث‎ - ٠ 


© 4- في عينة من 225 طالب بأحد الكليات تم سؤال كل منهم عن الألعاب التي يلعبوففا 
فإذا كان 62 طالب يلعبون كرة القدم . 53 يلعبون كرة السلة . 65 يلعبسون 
العاب القوى . 19 يلعبون كرة القدم وكرة السلة , 14 يلعبون كرة القدم والعاب 
القوى . 21 يلعبون كرة السلة والعاب القرى . 8 لا يلعبون أياً من الألعاب 
الثلاث . تم اختيار طالب بطريقة عشوائية من مجموعة الطلاب . عبر عنثم ارسم 
شكل فن وأوجد عدد عناصر كل من الأحداث الآتية : 


. الطالب يلعب كرة القدم فقط . ه - الطالب يلعب لعبتين فقط‎ - ١ 
الطالب يلعب لعبة واحدة فقط . ه - الطالب يلعب لعبتين على الأقل.‎ - * 
الطالب لا يلعب كرة السلة . 5 - الطالب يلعب لعبتين على الأكثر.‎ - * 


45 


مبادئ الاحتمالاات 


45- في تجربة إلقاء حجر نرد مرة واحدة , إذا كان الحدث 4 هو ظهور عدد أقل من 5 
والحدث 13 هو ظهور عدد اكبر من 3 هل الحدثان 1 م حدثان متنافيان ؟ 


وحدد مجموعة من أربعة أحداث توضح يما مفهوم التجزيء لفضاء العينة . 


4- في تجربسة اختيار عدداً عشوائياً من مجموعةالأعدهد الطبيعية 
(500 , ... .,1,2,3)فإذا كان الحدث 4 هو اختيار عدد زوجي والحدث 8 هو 
اختيار عدد فردى والحدث ) هو اختيار عدد يقبل القسمة على 3 والحدث (1 هو 
اختيار عدد يقبل القسمة على 5 والحدث 17 هو اختيار عدد يقبل القسمة على 6 . 
اكتب عناصر كل من الأحداث 1 , 60,1, 4,188 ووضح أيا منهايكون 
أحداث متنافية وأيا منها يُكوّن تجرئ لفضاء العينة . 


8- للعائلات التي لديها أربعة أطفال و مع مراعاة الترتيب في الولادة . اكتب من عندك 
بعض الأحداث المتنافية وأكتب ثلاثة أمثلة مختلفة لأحداث تُمثل تجرئ لفضاء العينة . 
٠‏ - أكتب حدثان متنافيان ويكونان تجرئ لفضاء العينة لكل من التجارب العشوائية الآتية : 
١‏ - إلقاء عملة معدنية باستمرار وحساب عدد المرات اللازمة حتى يظهر وجه المورة 
لأول مرة . 
- إلقاء حجر نرد باستمرار وحساب عدد المرات اللازمة حتى يظهر رقم6 لأول مرة. 
# - اختيار نقطة بطريقة عشوائية داخل دائرة . 
4 - اخختيار نقطة عشوائيا داخل المستطيل الغحدود بالمستقيمات . 4 +-« , 5-1+5 . 
ه - اختيار نقطة عشوائيا داخل سعفح الاسسطوانة 22-9 + 22 ومحدودة 
بالمستويات 5 - 3 5و 3-1 


اه 


مبادئ الاحتماللات 


طرق العد الفصل 
5 601110 2 


من الأمور الحامة في دراستنا للاحتمالات هي تحديد فضاء العينة 8 للتجربة العشواية التي 
نكون بصددها ومعرفة عدد العناصر في فضاء العينة وكذلك معرفة عدد العناصر في الأحداث 
المختلفة التي نتعامل معها في التجربة العشوائية . وفى هذا الفصل نقدم مراجعة على نظريات 
الترتيب والتباديل والتوافيق لنتعرف على بعض الطرق والقواعد التي تساعدنا في العد وبالتالي 
في تحديد عدد العناصر في مجموعة معينة بدون الحاجة إلى العد المباشر وهذه الطرق تسمى أحيانا 
بالتحليل التوافقي 42213515 00135123601121) ومن هذه الطرق والقواعد نستطيع 
بالتالي تحديد عدد عناصر فضاء العيئة وكذلك معرفة عدد العصاصر في الأحداث المختلفة 
للتجربة العشوائية . 
[ - فاعدة الضرب ماربا 61و16 ام أ اناالا 

إذا كانت التجربة 101 تحدث في 22 من الطرق , ومع كل طريقة من هذه الطرق كانت 
التجربة 12 تحدث في 28 من الطرق فإن التجربتان تحدثان معاً في 2 * 18 من الطرق . 
مثال :١‏ 
في أحد المعاهد العلمية أراد طالب أن يسجل في مقررين أحدهما ني الرياضيات والآحر في 
الكومبيوتر , فإذا كان مطروحا أربعة مقررات في الرياضيات وثلاثة مقررات في الكومبيوتر 
فأوجد عدد الطرق التي يتمكن الطالب من التسجيل فيها . 
الحل : 
الطالب لديه 4 اختيارات في مقورات الرياضيات ومع كل اختيار يكون لديه 3 
اختيارات في مقررات الكومبيوتر وبتطبيق قاعدة الضرب يكون ما لديه من اختيارات هو 
4 3 أي 12 اختيار 


ه58 


الفصل الثابئ - طرق العهد 


ويمكن تعميم قاعدة الضرب لتشمل >[ :من التجارب كالآنّ : 

إذا كانت التجربة ,1 تحدث في 3 من الطرق ولكل واحدة من هذه الطرق كانت 
التجربة ,1 تحدث في ,2 من الطرق ولكل واحدة من هذه الطرق كانت التجربة 38 
تحدث في ,2 من الطرق ... وهكذا حتى التجربة ,8 التي تحدث ني ,8 منالطرق 
فإن التجارب 325 , ... و و و رك تحدث معا بعدد من الطرق يساوى 


كا ... كا ره كا ب ومن ذلك يمكن استنتاج القاعدة الأساسية للعد . 
القاعدة الأساسية للعد: 


إذا أمكن إجراء عملية ما بعدد ,2 من الطرق المختلفة وإذا تلت هذه 
العملية عملية ثانية يمكن إجراؤها بعدد رم من الطرق المختلفة وإذا تلت 


هذه العملية عملية ثالثة بمكن إجراؤها بعدد بوم« من الطرق المختلفة, 
وهكذا فإن عدد الطرق التي يمكن إجراء هذه العمليات معاً بالترتيب المذكور 
هو حاصل الضرب ‏ ... < و8 كا ر8 ؟ا 2 


مثغال ؟: 

كم خط تليفون يمكن تركيبه في مدينة ما إذا تألف رقم التليفون من سبعة أرقام أولها فردي ؟ 
الحل : 

حيث أن الرقم الأول فردى أي إنه ينمي في المجموعة [ 1,3,5,7,9] فإن عدد طرق كتابة 
الرقم الأول يكون 5 أما الأرقام السستة الأخرى فكل منها ينتمي في المجموعة 
 0,1,2,3:,4,5,6,7,8,9 (‏ وبالتالي فإن عدد طرق كتابة كل منها يكون 10 طرق 


5 ]101]10110110]10 10 | 


وبتطبيق القاعدة الأساسية للعد يكون عدد خطوط التليفونات التى يمكن تركيبها في المدينة هو 
0 - 5:10:10:10:10:1010 


1 


ميادئ الاحتمالاات 


مثال " : 

إذا كانت اللوحة المعدنية لرقم السيارة تحتوى على حرفين مختلفين من الحروف الأبجدية العربية 
يتبعهما أربعة أرقام بحيث لا يكون الرقم الأول صفراً . 

. أوجد عدد اللوحات المعدنية المختلفة التى بمكن طبعها لأرقام السيارات‎ - ١ 

؟ - أوجد عدد اللوحات المعدنية المختلفة التى تبدأ بالحرف ب . 

الخحل : 

ليث ناغود تروف اراي اموي بسارى ول جف وجيف أن اللوحيدة الفانن 
للسيارة تحتوى على حرفين مختلفين من الحروف الأبجدية العربية » إذن يمكن كتابة احرف 
الأيجدي الأول بعدد 28 طريقة مختلفة والحرف الثاني بعدد 27 طريقة مختلفة . ورحيثانه 
يتبعهما أربعة أرقام بحيث لا يكون الرقم الأول صفراً . إذن يتم اختيار الرقم الأول بسع طرق 
مختلفة وكل من الأرقام الثلاثة الأخرى يتم اختيارها بعشرة طرق مختلفة 


مواضع الأرقام العددية مواضع الحروف الأبجدية 


وبالتالي يكون عدد اللوحات المعدنية المختلفة التى يمكن طبعها لأرقام السيارات هو 
0 - /272<9210510210 :287 

؟- حيث أن اللوحة المعدنية تبدأ بالحرف ب إذن يمكن كتابة الحرف الأبجدي الأول بطريقة 

واحدة والحرف الثابي بعدد 27 طريقة مختلفة » وحيث انه يتبعهما أربعة أرقام بحيث لا يكون 

الرقم الأول صفراً , إذن يتم اختيار الأرقام كما سبق 


مواضع الأرقامم العددربة مواضع الحروف الأبجدية 


1 27 9 10 | 10 | 10 | 


وبالتالي يكون عدد اللوحات المعدنية المختلفة التى يمكن طبعها لأرقام السيارات هو 
0 - 1:27<9:210<1010 


ا 


الفصل الثاني - طرق العمد 


مشال *#: 


امتحان بنظام الاختيار من متعدد 110166 - عام81101)1 يحتوى على 10 أسئلة ولكل 

سؤال أربع إجابات منها واحدة فقط صحيحة . أحد الطلاب لم يكن مستعد للامتحان وأجلب 

على كل أسئلة الامتحان بالتخمين 

١‏ - بكم طريقة يمكن للطالب إجابة الامتحان ؟ 

؟ - بكم طريقة تكون إجابة الطالب خطأ في جميع أسئلة الامتحان ؟ 

" - بكم طريقة يوفق الطالب في الإجابة بالصواب على نصف الأسئلة ؟ 

الل : 

١‏ - حيث أن عدد أسئلة الامتحان 10 وحيث أن لكل سؤال أربع إجابات منها واحدة فقط 

صحيحة , إذن يمكن الإجابة على السؤال الأول بطرق عددها 4 وبلمثل بمكن الإجابة على 

السؤال الثابي بطرق عددها 4 وهكذا حتى السؤال العاشر يمكن الإجابة عليه بطرق عددها 4 

وبتطبيق القاعدة الأساسية للعد فإن عدد طرق الإجابة على الامتحان يكون 
410-76 


؟ - تكون إجابة الطالب خطأ في جميع أسئلة الامتحان إذا اختار الطالب إجابته على كل 
سؤال من الاختيارات الثلاث الخطأ . أي انه يستبعد دائما الاختيار الصواب وبالعالي يمحكن 
الإجابة خطأ على السؤال الأول بطرق عددها 3 وبالمئل يمكن الإجابة على السؤال الثابي خطأ 
بطرق عددها 3 وهكذا حتى السؤال العاشر يمكن الإجابة عليه خطاً بطرق عددها 3 
وبتطبيق القاعدة الأساسية للعد فإن عدد طرق الإجابة خطأ في جميع الأسئلة يكون 

310 - 49 


“ - يوفق الطالب في الإجابة بالصواب على نصف الأسئلة إذا اختار الإجابة الصواب في 
حمسة أسئلة وعدد طرق اختيار الإجابة صواب في كل منها هو طريقة واحدة فقط والأسئلة 
الخمسة الافية يتم الإجابة على كل منها خطأ بطرق عددها 3 وبتطبيق القاعدة الأساسية للعد 
فإن عدد طرق الإجابة بالصواب على نصف الأسئلة يكون 
3 -35 
8" 


مبادئ الاحتماللاات 


26001160 فاعدة 1 عابا؟ا‎ - ٠# 

إذا كانت تجربتان مانعتان لبعضهما البعض , أي أن حدوث إحداهما يلغفي حدوث 
الأخحرى ء وكانت التجربة الأولى تحدث ني 2 من الطرق , وكانت التجربة الثانية 
تحدث ني 12 من الطرق فإن واحدة منهما أو الأخرى تحدث فى 2 + 1 من الطرق . 


ويمكن تعميم قاعدة الجمع لتشمل ع من التجارب كالآن : 


إذا كان هناك ع1[ من التجارب بحيث لا يحدث أي أثنين منها في نفس الوقت 
وكان عدد الطرق التي تحدث فيها التجربة الأولى ,8 وعدد الطرق التي 
تحدث فيها التجربة الثانية ,2 وهكذا حتى التجربة رقم ع فإن عدد 
الطضرق التي تحدث فيها واحدة من هذه التجارب يكون 


0 


مغال ه : 


إذا كان لدى الطالب فرصة في تسجيل مقرر واحد فقط من بين ثلاثة مقررات في الرياضيات 
وأربعة مقررات في الكومبيوتر ومقررين في الفيزياء , فأذكر عدد الاختيارات التي لدى 
الطالب للتسجيل في مقرر واحد . 
الحل : 
الطالب لديه 3 اختيارات في مقررات الرياضيات 
و لديه 4 اختيارات في مقررات الكومبيوتر 
و لديه 2 اخختيار في مقررات الفيزياء 
وحيث أن الطالب لديه فرصة في تسجيل مقرر واحد فقط . إذن بتطبيق قاعدة الجمسع فإن 
عدد الاختيارات التي لدى الطالب للعسجيل في مقرر واحد يكون 

3+4+ 2-9 


58 


الفصل الثابي - طرق العد 
ب النتباد 65 

تبديل عدد من الأشياء يعنى وضع أو تنظيم هذه الأشياء في ترتيب معين » فإذا كان 
لدينا 2 من الأشياء وتم وضعهم جميعاً في ترتيب معين فإن هذا يسمى تبديل 1 من الأشياء 
مأخوذة جميعها كل مرة أما إذا أخذنا فقط أي عدد م من هذه الأشياء ( حيث 17> م ) 
وتم وضعها في ترتيب معين فإن هذا يسمى تبديل 2 من الأشياء مأخوذة م ني كل مرة ,2 
وسوف يرمز لعدد التباديل من 8 من الأشياء المأخوذة , في كل مرة بالرمطر ,1, 
وبفرض مجموعة الحروف 0 و ,2,5 فإننا نلاحظ أن : 
- طول , 6230 , 0ع26 هي أمثلة لتباديل من الحروف الأربعة مأخوذة جميعها كل مرة 
- 086 , 30© , 2860 هي أمثلة لتباديل من الحروف الأربعة مأخوذة ثلاثة حروف كل مرة 
- 48 , 80 , عط هي أمثلة لتباديل من الحروف الأربعة مأخوذة اثنان كل مرة 
مثال 5: 
بكم طريقة يمكن ترتيب الحروف ع , 8 , 8 معا . 
الحل : 
نفرض أن الحروف الثلاثة تمثل بثلاثة مربعات 

ااا 

في المربع الأول من جهة اليسار يمكن وضع الحرف الأول بثلاث طرق مختلفة 2 أوط أوع) 
وبعد ذلك في المربع الثاني يمكن وضع الحرف الثاني بطريقتين وهذا يعتمد على الحرف الذي 
سيوضع بالمربع الأول فإذا وضع بالمربع الأول الحرف 8 يتبقى للمربع الثا إما 8 أوع 
وفى حالة إذا وضع بالمربع الأول الحرف ١‏ يتبقى للمربع الثاي إما ه أو ع وهكذا في حالة 
إذا وضع بالمربع الأول الحرف © يتبقى للمربع الثاني إما جح أو 6 وبعد ذلك في المربع 
الثالث يمكن وضع الحرف الثالث بطريقة واحدة فقط , وبالتاليي يمكن كتابة عدد طرق اختيار 
الحرف في المربع الذي يمثئل هذا الحرف كما يلي 
1 2 3 


ومن القاعدة الأساسية للعد يكون عدد طرق ترتيب الحروف الثلاثة ( عده تباديل الحروف 
الثلاثة مأخوذة معاً) يساوى 6 - 21 231 ويبمكن تمثيل التباديل الستة السابقة بشكل 
الشجرة البيانية كما موضح بالشكل 


مبادئ الاحتماللاات 


ا 2 1ة1كككككت ‏ | 
ا ‏ ااحتتتتتممم ‏ 5 


أ مزه | 


5 سمشلل لق 
طو طعلللل 3[ 


ووداح تلد وق 
والآن نحاول الإجابة على السؤال الآتى : 


51211 


6 
0 


ماهو عدد تباديل 1 من عناصر مميزة مأخوذة معاً ؟ أي ماهو 8 ؟ 
وبمعنى آخخر 

إذا كان لدينا 8 من عناصر مميزة فما هو عدد طرق ترتيبها كلها معاً في خط ؟ 
وللإجابة على هذا التساؤل نفرض 18 من الأماكن كما بالشكل 


سس 2 
1 ( 1 
1 (1-ه) 3 
وحيث أن العناصر جميعها تميزة . إذن يتم مراعاة الترتيب وبالتالي فإنه يكون لديا 2 من 
الاختيارات لنملاً المكان الأول وبعد أخذ عنصر وتخصيصه للمكان الأول يتبقى لدينا عسدد 
(2-1) من الاختيارات لنملاً المكان الث : وبعد أخذ عنصر وتخصيصه للمكان العان 
يتبقى لدينا عدد ( 18-2 ) من الاختيارات لنملاً المكان الثالث , وهكذا حتى يبقى لديبا 
اختيار واحد لملء آخر مكان وبتطبيق القاعدة الأساسية للعد يكون عدد تباديل 8 من 
العناصر المميزة مأخوذة معأ يساوى ‏ 23*21« ... «(8-1(*<)8-2)»اه وعادة 
يستخدم الرمز !8 ويقرأ " مضروب 8 " ليدل على حاصل الضرب السابق , وبالتالي 


1 3<2: ... «(2-ه)(1-م)كام د عم 


حئ 


الفصل الثابئ - طرق الء 3 


نظرية ١‏ : عدد تباديل 1 من العناصر المميزة المأخوذة معلا ؛ وبمعنى آخخر 
عدد طرق ترتيب 1 من العناصر المميزة المأخوذة معاً هو 
21 << 3< ... »2 -2-1(»)2)<ام ع ألم درط 
فمثلاً » عدد طرق ترتيب الحروف الأربعة ل رء وطوة فعا يكن 


4 - 221 :3ع4 - اك در 
وذلك لإن الحروف الأربعة مختلفة ( مميزة ) . 
مضال 7 : 


مجموعة من 3 صور فوتوغرافية مختلفة لمنطقة الأهرامات بالجيزة . بكم طريقة يمكن ترتيبهم ؟ 


الحل : 


حيث أن الصور مختلفة » إذن عدد طرق ترتيبهم هو 3211-6 -31- 315 
والآن نحاول الإجابة على السؤال الآتى : 

ما هو عدد تباديل 8 من عناصر مميزة مأخوذة م في كل مرة ؟ أي ماهو ,2 ؟ 
وبمعبى آخر ., ما هو عدد طرق اختيار 8 عنصر من 11 من العناصر المميزة ؟ 
وللإجابة على هذا التساؤل نفرض 7 من الأماكن كما بالشكل 


(1+م-م) (1-م) 21 
حيث أن العناصر جميعها ثميزة » إذن يتم مراعاة الترتيب وبالتالي فإنه يكون لديا 2 من 
الاختيارات لمملا المكان الأول وبعد أخذ عنصر وتخصيصه للمكان الأول يتبقى لدينا (1--2 ) 


من الاخيارات لملا المكان الثاني » وبعد اخذ عنصر وتخصيصه للمكان الثائ يتبقى لدييا 
(2 -2) من الاختيارات دملا المكان الثالث , وهكذا حتى يتبقى لدينا (1 + « - م ) 
؟/ 


مبادئ الاحتماللات 


من الاختيارات لملى المكان الأخير رقم 2 وبتطبيق القاعدة الأساسية للعد يكون عدد طرق 
اختيار 8 من العناصر من 232 من العناصر المميزة يساوى 
(1+-ه)» ... »ا (5-2ض) »1 -م) »ام 
وباستخدام الرمز 8, ليدل على عدد تباديل 8 من العناصر المميزة تؤخذ م ني كل مرة فإن 
(1+م-ص) » ... »غ2 -صس) > (5-1) كمع ا 


ل (#م-ط) ابي 
اي ا د 
لم إ(خ-س)(1+م-م)» ... «ع 2 - سا1 -سم) »ام ر_ م 
7 !لم -ده) 0 


وبذلك نصل إلى النظرية الآتية: 
نظرية ” : عدد تباديل 2 من العناصر المميزة المأخوذة 7 في كل مرة هو 
0 
إزعلمم 5" 


ملاحظة هامة : عند حساب عدد التباديل يتم مراعاة الترتيب 


مثال 8 : 

بكم طريقة يمكن ترتيب حرفين أخذا من الخروف ع ,4 وع, 8,8 . 

الحل : حيث أن عدد الحروف 5 وهى مختلفة ( ثميزة ) ونريد ترتيبها مأخوذة 2 فى كل مرة . 
إذن عدد الطرق يكون 


4»)39 »5 ابه 


0 - 035 - وج - 12و 


مثال 9: 
نفرض مجموعة الأرقام الفردية (1,3,5,7,9] وبفرض عدم السماح بالتكرار احسب : 
١‏ - كم عدداً مكوناً من ثلاثة أرقام يمكن تكوينه من هذه المجموعة ؟ 
؟ - كم عدداً مكونا من ثلاثة أرقام قيمته اقل من 600 يمكن تكوينه من هذه المجموعة ؟ 
" - كم عدداً مكونا من ثلاثة أرقام قيمته تكون مضاعف للعدد 5 ؟ 
الحل : عدد الأرقام الفردية في المجموعة المعطاة يساوى 5 وغبر مسموح بالتكرار 
١‏ - الأعداد المكونة من ثلائة أرقام ويمكن تكوينها من هذه المجموعة عددها يساوى 
0 - 543 ح رظي 


نف 


الفصل الثابي -- طرق العلد 


؟ - لكي يكون العدد الذي يتم تكوينه » من المجموعة المعطاة , مكونا من ثلاثة أرقام وقبمعه 
أقل من 600 فإن خانة المئات مسموح أن يوضع فيها الرقم 1 أو الرقم 3 أو الرقم 5 » أي أن 
خانة الات مسموح أن تملا بطرق عددها 3 ونظرا لأنه غير مسموح بالتكرار فإنه بعد حجز 
رقم لخانة المنات يتبقى أربعة أرقام وبالتالي فإن خانة العشرات تملاً بطرق عددها 4 ثم خانة 
الآحاد تملاً بطرق عددها 3 وبذلك يوجد 36- 3<*43 عدداً مختلفاً قيمته أقل من 600 . 
"ا - لكي يكون العدد الذي يتم تكوينه من المجموعة المعطاة مكوناً من ثلاثة أرقام وقيمعه 
تكون مضاعف للعدد 5 فإن رقم الآحاد يجب أن يقبل القسمة على 5 وبااتالي يجب أن 
يكون 5 أي أن خانة الآحاد تملاً بطريقة واحدة فقط ونظرا لأنه غير مسموح بالتكرار فإن 
خانة المئات تملاً بطرق عددها 4 ثم خانة العشرات تملأ بطرق عددها 3 وبذلك يوجد 
4231-2 عدداً مختلفاً قيمته مضاعف للعدد 5 . 
مثال :١٠١‏ 
بكم طريقة يمكن أن يجلس ثلاثة أولاد وبنتان في صف به خمسة مقاعد إذا كان 
١‏ - الجلوس بدون أي قيود ؟ 
؟ - يجلس الأولاد معا والبنتان معاً ؟ 
* - تجلس البنتان معلا ؟ 
الحل : 
ل يقي طق باون حنم تعاض عن كفده تعد بدوة انق كرت :0ك 
؟ - يوجد طريقتان جلوس الأولاد معا وجلوس البنات معاً وهم ططعع , #معططط 
حيث الرمز ١‏ يعنى ولد والرمز م يعنى بنت وف كل حالة يمكن للأولاد أن يجلسوا بطفرق 
عددها !3 ويمكن للبنتين أن تجلسا معاً بطرق عددها !2 » إذن وفقاً لقاعدة الضرب فإن 
عدد الطرق في كل حالة يكون 12 - !312 وبجمع الخالتين وفقاً لقاعدة الجمع فإن عدد 
الطرق الكلية يكون 24 -12 +12 . 
- يوجد أربع طرق لوس البنتين معا رهما ططااوع , ططوعط , طووطط , ععططط 
وفى كل حالة يمكن للأولاد أن يجلسوا بطرق عددها !3 ويمكن للبنتين أن تجلسا معا بطرق 
عددها !2 .إذن وفقاً لقاعدة الضرب فإن عدد الطرق في كل حالة يكون 12- !3!»2 
وبجمع الحالات الأربعة وفقاً لقاعدة الجمع فإن عدد الطرق الكلية يكون 48 . 

7 


مبادئ الاحتماللات 


:١١ مثال‎ 

حفسة رجال وزوجاقم يريدون الجلوس على عشرة مقاعد مصفوفة بعيث يجلس الرجال 
متجاورين وتجلس النساء متجاورات . بكم طريقة يمكن أن يعم ذلك ؟ 

الل : 

شيع الطازب كن رجن أن يشغلوا المقاعد الخمسة الأولى أو المقاعد الخمسة الأخيرة وفى 
كل حالة تشغل النساء المقاعد الخمسة الأخرى وذلك على النحو التالي : 


الحالة مقاعع دامس اعء مقاععد الربحجال 


“د |" 91 ]11151415171 


١ ظ‎ 


مقاىع د الرجال مقاعدالتساء 
10 ؟|75 »6 |4]5 3 |2 |1 
ل | | 

في كل حالة فإن عدد الطرق التي يشغل بما الرجال مقاعدهم يساوى 51-120 وعدد 
الطرق التي تشغل إما النساء مقاعدها يساوى 120 -!5 . إذن وفقاً لقاعدة الضرب فإن 


عدد الطرق في كل حالة يكون 14400 - !5!5 وبجمع الحالتين وفقاً لقاعدة الجمع فإن 
عدد الطرق الكلية الممكنة يساوى ‏ 28800 - 14400 + 14400 . 


مثال ؟١:‏ 

خمسة طلاب بالفرقة الثالئة وحمسة طلاب بالفرقة الرابعة يريدون الجلوس على عشرة مقاعد 
مصفوفة في قاعة امتحان بحيث لا يجلس طالبان متجاوران ومن نفس الفرقة . بكم طريقة 
يمكن أن يتم ذلك ؟ 

الحل : 

نفرض أن المقاعد العشرة مرقمة من 1 إلى 10 ولتحقيق المطلوب يمكن لطلاب الفرقة العالشة 
أن يشغلوا المقاعد ذات الأرقام الفردية وطلاب الفرقة الرابعة يشغلوا المقاعد ذات الأرقام 
الزوجية أو العكس وذلك على النحو التالي : 


وب؟ 


الفصل الثان - طرق العمد 


وفي كل حالة فإن عدد الطرق التى يشغل يما طلاب الفرقة الثالئة مقاعدهم !5 وعدد الطرق 
التي يشغل يما طلاب الفرقة الرابعة مقاعدهم !5 . إذن وفقاً لقاعدة الضرب فإن عدد 
الطرق في كل حالة يكون 14400 - !5!5 وبجمع الحالتين وفقاً لقاعدة الجمع فإن عدد 
الطرق الكلية الممكئة يساوى ‏ 28800 ع 14400 + 14400 . 


عدد تباديل 8 من الأشياء المخسلفة حول دائرة يساوي !( 1--2) 


مثال :١"‏ 
بكم طريقة يمكن مجموعة من خمسة أشخاص في حفل أن يرتبوا أنفسهم بحيث يجلسون 
(أ) - في صف به حمسة مقاعد ؟ (ب) - حول مائدة مستديرة ؟ 


(أ) - يمكن للأشخاص الخمسة أن يجلسون في صف بطرق عددها 
0 ح- !5 - 21 431 »5 
(ب) - يمكن لشخص واحد أن يجلس في أي مكان من المائدة المستديرة وبعد ذلك يمكن 
للأشخاص الأربعة الأخريين' أن يرتبوا أنفسهم حول المائدة بطرق عددها 
4 - !4 - !(5-1) 


كا 


مبادئ الاحتمالات 


2 - التوافيق 0241005أطتتدره0 

في كثير من الحالات نحتاج إلى اختيار عدداً معيداً من عناصر مجموعة معينة دون النظر 
إلى ترتيب العناصر , والطرق التي يتم بما مثل هذا الاختيار تسمى توافيق » وعندما تعرفنا على 
التباديل أكدنا على ضرورة مراعاة الترتيب ولكن في التوافيق لا يتم مراعاة الترتيب وبالتالي 
بمكننا القول أن التوافيق هي الطرق التي نختار يما عدداً معيداً من عناصر مجموعة معينة دون 
النظر إلى الترتيب . والمثال الآ يوضح الفرق الأساسي بين التباديل والتوافيق حتى لا يمحدث 
أي التباس أو غموض بين المفهومين . 
مشال :١#4‏ 


عدد الطرق الممكنة لاختيار رئيس ووكيل مجلس إدارة أحد الأندية الرياضية من بين أربعة 


أشخاص 8,5,5 يساوى 12 - يم داوطي وهنا استخدمنا 
!(4-2) 
التباديل لأنه لابد من مراعاة الترتيب فالاختيار (8,2) يعنى انه تم اختيار الشخص 8 


رئيساً مجلس الإدارة واختيار الشخص 8 وكيلا مجلس الإدارة وهذا بالتأكيد يختلف تماما 
عن الاختيار (2 , 8) الذي يعنى انه تم اختيار الشخص 8 رئيسا مجلس الإدارة واختيار 
الشخص 8 وكيلا مجلس الإدارة . أما إذا أردنا تعيين عدد الطرق الممكنة لاختيار شخصين 
من الأشخاص الأربعة فإن الوضع هنا يختلف تهاماً حيث أن الاختيار (8,8) لا يختلف عن 
الاختيار (2,28) فالترتيب هنا غبر مهم ويكون عدد الطرق الممكنة في هذه الخالة يمسساوى 
6 وهى (40,ع),(06و8) و(©وط).(8,4) ,(8,6) , (8,8) وتعرف بتوافيق 4 عناصر 
مأخوذة 2 في كل مرة ويرمز لذلك ,©6, ونلاحظ أن 

4*3 يله _ 

2 21 
إذن التباديل يتم فيها مراعاة الترتيب بيئما التوافيق يهمل فيها الترتيب . 
نظرية 4 : عدد توافيق 8 من العناصر مأخوذة م في كل مرة , وبمعنى آخر. عدد 
طرق اختيار 5 من العناصر من بين 1 من العناصر دون مراعاة الترتيب يرهز لله ,06)ى 


0 ْ وه - 00 


ويعرف بالصورة إ(م - هسا!ع 1 


1 


يف 


الفصل الثاني - طرق العمد 


وكثيراً ما يستخدم الرمز 7 ويقرأ " ه فوق © " بدلا من الرمز ,©, للتعبير عن 
فل 


توافيق 12 من العناصر مأخوذة ' في كل مرة . أي أن 


0 - م - © | 
أ(" -م)!م 1 1 0 


حيث 1,1 أعداد صحيحة موجبة بحيث يكون 12> , ومن التعريف يمكن استنتاج أن 
01 0 !2+1 1 01 0 6 
4 5-6 5 2 08 1[ - 3 1- 
1 1-م ا 3 11-1 0 6 
وباستخدام توافيق 12 من العناصر مأخوذة م في كل مرة يمكن حساب المفكوك الجبري لمقدار 
/ 
مثل "ربو بع) وهذا يعتبر من التطبيقات الهامة للتوافيق , ولذلك فإن التوافيق 0 تسمى 
9 
أيضاً بمعاملات ذات الحدين وذلك تبعاً للنظرية الآنية : 
نظرية © : ( مفكوك ذات الحدين 00أومدم<ظ لداسمماظ ) 
لأي عدد صحيح 0 < م فإن 


ري 


الحل : 
من مفكوك ذات الحدين بوضع 1-:.و-خع نحصل على 
6 50 أ احم 8 ١‏ - 15 +1) 
1 0دئز 3 0دز 


إذن 


مبادئ الاحتمالاات 


مثال :١5‏ 
إذا كان يا مجموعة تحتوى على 2 من العناصر فأوجد عدد المجموعات الجرئية من ع . 
الحل : 
عدد ا مجموعات الجرئية من ا مجموعة كا والتي تعكون من 9 عصر هو |" ) حيث 0 كم 
1 
أي أن العدد الكلى للمجموعات الجزئية من المجموعة ع يكون 
2 ب م 0 0" 8 
ما (ل1احه زه لد" زه 
إذن عدد المجموعات الجرئية من المجموعة 7 يساوى "2 ونلاحظ أن المجموعة الخالية تناظر 
المجموعة الجزئية التي تتكون من 0 عنصر أي لا يوجد فيها أي عنصر وعدد طرق تكوينها 


يكون 8 وامجموعة الشاملة تناظر المجموعة الجرئية التي تتكون من 17 عنصر أي هي 


المجموعة 76 نفسها وعدد طرق تكوينها يكون ل 


مثال ١9‏ : 
في أحد المطاعم وضع إعلان يتيح للزبائن إمكانية الاختيار من تشكيلة من 1000 نوع مسن 
البيتزا . فإذا علمت انه بالإضافة إلى المكون الأساسي وهو الجين يوجد بالمطعم 10 مكونات 
إضافية يمكن الدمج بين أياً منها لعمل مجموعة متنوعة من البيتزا . والسؤال هو . هل هذا 

الإعلانت صادق أم هو إعلان كاذب ؟ 

الحل : 

حيث أن أي تركيبة من المكونات العشرة الإضافية بمكن وضعها مع المكون الأساسي للبيستزا . 
إذن عدد الأنواع المختلفة من البيتزا التي بمكن أن يقدمها المطعم يساوي علد المجموعات 
الجزئية من مجموعة المكونات العشرة الإضافية . أي انه يساوى ‏ 1024 210 . إذن 
الإعلان يكون صادق . ونلاحظ أن المجموعة الخالية من مجموعة المكونات العشرة تناظر تقديم 
وجبة بيتزا بالمككون الأساسي فقط وهو الجن وامجموعة الشاملة تناظر تقديم وجبة بيتزا بللكون 
الأساسي بالإضافة إلى المكونات العشرة الإضافية . 


," 


الفصل الثابي - طرق العد 

: ١38 مثال‎ 

مجموعة من 40 طالب في أحد المدارس 

١‏ - بكم طريقة يمكن اختيار لجنة مؤلفة من أربعة طلاب ؟ 

! - بكم طريقة يمكن اختيار لجنة مؤلفة من أربعة طلاب بحيث أن أحد الطلاب لابد أن يكون 
في هذه اللجنة ؟ 

اخل : 

١‏ - المطلوب هو إيجاد عدد طرق اختيار أربعة طلاب' من 40 طالب وواضح أن الترتيب غير 

مهم أي أن المطلوب هو عدد توافيق 40 من العناصر مأخوذة 4 في كل مرة 


0 - لك ايم 
(4!(*)360) ل[ 4 


'” - إذا كان أحد الطلاب لابد أن يكون في هذه اللجنة فإن اختيار باقي أعضاء اللجنة يسم 
باختيار 3 طلاب من 39 ويتم ذلك بطرق عددها 


59 - 0ت 8 
(31(*)367) 3 
معال 89ؤو: 


بكم طريقة يمكن تشكيل جنة مكونة من 3 طلاب على الأقل من بين خمسة طلاب ؟ 

الجل : 

المطلوب هو حصر عدد الطرق الممكنة لتشكيل جحة من 3 طلاب على الأقل يتم اختيارها من 
بين فسة طلاب وهذا يعنى أن اللجنة يمكن أن تكون من 3 طلاب أو 4 طلاب أو 5 طلاب . 


ا 5 
عدد طرق تشكيل لجنة من 3 طلاب من الطلاب الخمسة هو 10 دسم 8 


325 (د 
عدد طرق تشكيل لجنة من 4 طلاب من الطلاب الخمسة هو 2-5 0 0 
(40(*)17) 4 
عدد طرق تشكيل لجنة من 5 طلاب من الطلاب الخمسة هو كام 
((50(*)0) رك 

ووفقاً لقاعدة الجمع فإن عدد الطرق الممكنة لتشكيل لجنة من 3 طلاب على الأقل من بين 


الطلاب الخمسة يساوى 6 - 5+1 +10 


م٠‎ 


مبادئ الاحتماللات 


مثال ١؟:‏ 

من بين 4 رجال و 5 نساء يراد تكوين جنة مؤلفة من 3 أشخاص . بكم طريقة يمكن تكوين 
اللجنة في الحالات الآتية : 

١-بدونأي‏ هقيودفي اختيار أعضاء اللجنة . 

؟ - اللجنة تحتوي على رجلين وامرأة واحدة . 

* - اللجنة تحتوي على رجلين وامرأة واحدة بشرط أن أحد الرجال يجب أن يكون باللجنة . 
الحل : 


-١‏ إذا تم اختيار اللجنة بدون أي قيود فإن عدد طرق اختيار 3 أشخاص من 9 أشخاص هو 
0 9 
54 << (!3!(*)6) 0 203 3 
1 70 !4 4 
؟- عدد طرق اختيار رجلين من أربعة رجال هو 6 - رب روج - 


40 2 0 : 5 5 
وعدد طرق اختيار امراة من نمس نساء هو 2ت 2 1 


إذن وفقاً للقاعدة الأماسية للعد فإن عدد طرق اختيار رجلين وامرأة واحد حدة هو 


0000 


" - في حالة أن اللجنة تحتوي على رجلين وامرأة واحدة بشرط أن أحد الرجال يجب أن 
يكون باللجنة فإن عدد طرق اختيار رجل من ثلاثة رجال هو 


00 


إذن وفقاً للقاعدة الأماسية للعد فإن عدد طرق اختيار رجلين وامرأة واحدة بشرط أن 
أحد الرجال يجب أن يكون في هذه اللجبة هو 


م١‎ 


الفصل الثاني - طرق العد 


:5١ مغال‎ 

في أحد المدارس من بين 6 معلمين لمادة الرياضيات , 10 طلاب متفوقين في مادة الرياضيات 

يراد اختيار 3 معلمين , 4 طلاب متفؤقين لتكوين جمعية الرياضيات بالمدرسة . 

. أوجد عدد الطرق التي يمكن بها تشكيل هذه الجمعية‎ - ١ 

؟ - أوجد عدد الطرق التي يمكن يما تشكيل هذه الجمعية إذا كان المدرس الأول في مادة 
الرياضيات يجب أن يكون في اللجنة . 

إذا كان يوجد طالبان متخاصمان ولا يرغبان أن يشاركا في اللجنة معا فبكم طريقة يمكن 
بها تشكيل هذه الجمعية ؟ 

الخل : 

وح قال العلمين عر يشنار وامللدن م اوعدن الطلاي ين شار وا طلاتا مسين 10 

وحيث أن الترتيب في اختيار المعلمين أو الطلاب غير مهم لذلك نستخدم التوافيق » إذن 


عدد طرق اختيار 3 معلمين من 6 معلمين يكون « - لكي - |1 
((!3!(*)3) 3 


عدد طرق اختيار 4 طلاب من 10 طلاب يكون ورد 10م 0 
(!4!(*)6) 4 


ووفقاً للقاعدة الأساسية للعد فإن عدد الطرق الكلية لتشكيل الجمعية 4200 20210 . 
- إذا كان المدرس الأول في مادة الرياضيات يجب أن يكون في اللجنة فإن تفيل باقي المعلمين 
يتم باختيار 2 معلمين من 5 بينما تمثيل الطلاب لن يتأثر أي اختيار 4 طلاب من 10 . إذن 


عدد طرق اختيار 2 معلمين من 5 معلمين يكون م - حلفي - زا 
(21(*)39) 2/7 


ووفقا للقاعدة الأساسية للعد فإن عدد الطرق الكلية لتشكيل الجمعية 2100 - 10210 . 
- حيث انه يوجد طالبان متخاصمان ولا يرغبان أن يشاركا في اللجنة معاً لذلك نستبعدهم 
من مجموع الطلاب ليتبقى 8 وعدد طرق اختيار 4 طلاب من 8 يساوى كمه 
4 
الطالبان المتخاصمان بمكن اختيار 3 من الثمانة الحبقين ويتم ذلك بطرق عددها 1 ووفقا 
3 


لشاعدة الجمع فإن عدد الطرق الكلية لاختيار الطلااب يساوى سد ]زف :0 
3 3 4 


وتمثيل المعلمين لن يتأثر وبالتالي فإن عدد الطرق الكلية لتشكيل الجمعية 20:182-3640 . 


,م 


مبادئ الاحتمالات 


مغال ؟77: 


شخص له عشرة أصدقاء من الجدسين » ويرغب في دعوة حمسة منهم ألي حفل . أوجد عدد 
الطرق الممكنة لدعوقم في الخالات الآتية : 

. بدون أي قيود‎ - ١ 

- اثنان من أصدقائه متزوجان ولابد أن يحضرا معا . 

. اثنان من أصدقائه متخاصمان ولا يمكنهما الحضور معا‎  # 

اخل : 


85!» 5! 


2 7 10 
١‏ - عدد طرق اختيار حمسة أصدقاء من عشرة أصدقاء 252 وبع - | ا 


؟ - حيث أن اثنان من أصدقائه متزوجان ولابد أن يحضران معا . لذلك بسعد اسستبعادهم 
8 
يتبقى 8 أصدقاء وعدد طرق اختيار خمسة أصدقاء من الثمانية المتبقين يكون 8 وعنلد 
-0 اه 0 ٠. - 3 ٠‏ لط « 05 . © 0-1 . 8 
دعوة الاثنان المتزوجان للحضور يتبقى اختيار ثلاثة من الثمانية المتبقين بطرق عددها 1 


إذن وفقاً لقاعدة الجمع فإن عدد الطرق الكلية يكون 
! : 8 إ8 
2 - 56 + 56 - 5 4 5 - + 
!5 >« !3 !3 »!5 ر3 5 


 #‏ حيث أن اثنان من أصدقائه متخاصمان ولا يمكنهما الحضور معاً , لذلك بعد استعادهما 


8 
يتبقى 8 أصدقاء وعدد طرق اختيار حنمسة أصدقاء من الثمانية المتبقين يكون 0 ومع كلل 
شخص من الاثثان المتخاصمان يمكن اختيار أربعة من الثمانية المتبقين بطرق عددهط 0 إذد 
وفقاً لقاعدة الجمع فإن عدد الطرق الكلية يكون 


8 !8 8 '8 8 
6 - “2 + -| أ+ 0 
!4 >“ !4 !3 »!5ه [4) (4 5 


م 


الفصل الثائ - طرق العمد 


مشال "؟ : 

امتحان لمادة الرياضيات به عشرة أسئلة ومطلوب من الطلاب الإجابة على ثمانية أسئلة فقط ء 

أوجد ما يأتى : 

١‏ - بكم طريقة يمكن للطالب أن يختار الأسئلة التي يجيب عنها ؟ 

- بكم طريقة يمكن للطالب أن يختار الأسئلة التي يجيب عنها إذا كانت الأسئلة الغلاثة الأولى 
إجبارية ؟ 

بكم طريقة يمكن للطالب أن يختار الأسئلة التي يجيب عنها إذا كان مسن الضروري أن 
يجيب عن ثلاثة أسئلة من الأسئلة الأربعة الأولى ؟ 

4 - إذا وضعت الأسئلة في مجموعتين في كل مجموعة حمسة أسئلة ومطلوب من الطسلاب 
الإجابة على أربعة أسئلة فقط من كل مجموعة فبكم طريقة يمكن للطالب أن يختار الأسئلة 
التي يجيب عنها ؟ 

© - إذا وضعت الأسئلة في مجموعتين في كل مجموعة خمسة أسئلة ومطلوب من الطسلاب 
الإجابة على أربعة أسئلة فقط من كل مجموعة وكان السؤال الأول في كل مجموعة 
إجباري فبكم طريقة يمكن للطالب أن يختار الأسئلة التي يجيب عنها ؟ 

الحل : 

20 طرق اختيار ثمانية أسئلة من عشرة أسئلة هو عدد توافيق 10 من الأسئلة ملّخوذة 8 

في كل مرة ونلاحظ هنا أن الترتيب في اختيار الأسئلة غير مهم لذلك استخدمنا التوافيق » إذن 


عدد الطرق يكون 
عي (00_ 10 
(80(»)20) [ 8 


؟ - إذا كانت الأسئلة الثلاثة الأولى إجبارية فإنه يتبقى للطالب 7 أسئلة يختار منها 5 وبالعللي 
فإن عدد الطرق في هذه الخالة هو عدد طرق اختيار 5 أسئلة من 7 أسئلة . إذن عدد الطرق 


يكون 
75002 
(65!(«)2) (5 


5م 


مبادئ الاحتمالات 
-٠‏ عدد الطرق التي يمكن للطالب أن يختار بما ثلاثة أسئلة من الأسئلة الأربعة الأولى يكون 


4١_40 و‎ 
3 )3(*)01 


وعدد الطرق التي يمكن للطالب أن يختار يما الخمسة أسئلة المتبقية من بين الستة أسئلة المتبقية 
الأخرى يكون 
6١__)69- 6‏ 
(!5!()1) [5 


ووفقاً للقاعدة الأساسية للعد فإن عدد الطرق الكلية لاختيار الثمانية أسئلة يكون 


4» 6 - 4 


4- إذا وضعت الأسئلة في مجموعتين في كل مجموعة حمسة أسئلة » إذن 


ٍ ' 5 5 5 
عدد طرق اختيار 4 من 5 أسئلة بالمجموعة الأولى يكون سكام 


5 5 دم 5 5 
عدد طرق اختيار 4 من 5 أسللة بالمجموعة الثانية يكون ‏ 5 - 2-1 ذأ 


ووفقاً للقاعدة الأساسية للعد فإن عدد الطرق الكلية لاختيار الثمانية أسئلة يكون 
5 - 55 


ه - إذا كان السؤال الأول في كل مجموعة إجباري , فإنه يتبقى للطالب في كل مجموعة 4 
أسئلة يختار منها 3 ؛ إذن 


: ا , ؛ !4 4 
عدد طرق اختيار 3 من 4 أسئلة بالمجموعة الأولى يكون لي 


عد طرق اعتان تن وا انكلة باخموعة ايه وم ةا عي * 
الاق 5 ط 300 [/3 
ووفقا للقاعدة الأساسية للعد فإن عدد الطرق الكلية لاختيار الثمانية أسئلة يكون 


4«4- 6 


هم 


الفصل الثابي - طرق العد 

مشثال 54 : 

في أحد الأندية الرياضية يوجد 25 لاعبا مسجلين في فريق كرة القدم منهم 3 لاعبين في 
حراسة المرمى , 9 لاعبين في خط الدفاع » 7 لاعبين في خط الوسط . 6 لاعبين في خط 
الهجوم . بكم طريقة يمكن تشكيل فريق للعب أحد المباريات ويتكون من 11 لاعبا مهم 
واحد لحراسة المرمى وأربعة لخط الدفاع وثلاثة خط الومط وثلاثة لخط الهجوم علما بأن كابتن 
الفريق يلعب في خط الهجوم ولابد من اختياره ضمن الفريق . وإذا كان كابتن الفريق يلعب في 
خط الدفاع فكم يكون عدد طرق تشكيل الفريق . 

الخل : يتم اختيار الفريق عن طريق 


3 

اختيار واحد من ثلاثة لحراسة المرمى بطرق عددها 8 
: 9 9 
واختيار 4 من 9 لاعبين لخط الدفاع بطرق عددها 8 


. 
واختيار 3 من 7 لاعبين لخط الوسط بطرق عددها 8 


واختيار 3 من 6 لاعبين لخط الهجوم ولكن حيث أن كابتن الفريق يلعب في خط اهجوم 
ولابد من اختيارة ضمن الفريق , إذن يتم اختيار 2 من 5 لاعبين فقط لخط الهجوم بطرق 


5 م 
عددها 9 ووفقا للقاعدة الأساسية للعد فإن عدد طرق تشكيل فريق للعب الباراة يكون 


5 7 9 !3 5 17 9 3 
د كد 4 - 4 4 4 
|3 »!2 !3!«»4 !5<«!ك4 29 !1 2 3 4 1 
0 - 10« 35 »126« 3 - 
وإذا كان كابتن الفريق يلعب في خط الدفاع ولابد من اختياره ضمن الفريق ؛ إذن يتم اختيار 


3 من 8 لاعبين فقط خط الدفاع بطرق عددها ا وبالتالي فإن عدد طرق ت+ كيا 


الفريق يكون 
0 - 20 »35 »561 310 - 9 *» : *» 8 ن*» / 
3 3 3 1 


5م 


مبادئ الاحتمالاات 


مثغال ه؟": 
يوجد 8 من النقاط في المستوى 1-![ ( 91 , :*) ) بحيث لا تقع أي ثلاثة منها على خط 
١‏ - كم عدد المستقيمات التي يمكن أن تحددها هذه النقاط ؟ 
؟- كم مستقيم منها لا يمر بالنقطة ( 1إ,30) أو (2,92*) ؟ 
* - كم عدد المثلثات التي يمكن تحديدها يذه النقاط ؟ 
4- كم مثلث من هذه المثلثات تحتوى النقطة ( 1إ,]<) كرأس فيها ؟ 
ه - كم مثلث من هذه المثلغات يكون أحد أضلاعه هو الخط الواصل بين النقطتين 
(هلاريذ) , (امد) ؟ 
الحل : حيث أن النقاط عددها 1 ولا تقع أي ثلاثة مبها على خط مستقيم واحد وحيث أن 
١‏ - عدد المستقيمات التي يمكن أن تحددها هذه النقاط يكون هو عدد طرق اخبيار نقطتسين 
11 
من 1 من النقاط ويساوى 8 1 
؟ - لإبجاد عدد المستقيمات التي لا تمر بالنقطة ( 31,91) أو ( 2,32*) نستبعد النقطتين 
2 
فيكون لدينا 2 -0 من القاط خخار متها تقطين ويكوت ذلك بطرق عددع ") . 
* - حيث أن المثلث له ثلاثة رؤوس , إذن عدد اللمثلئات التي يمكن تحديدها بمذه النقاط يكون 
هو عدد طرق اخخحيار ثلاثة نقاط من 2 من النقاط ويساوى 6 1 
4- لإيجاد عدد المثلثات التي تحتوى النقطة ( '1,9<:) فإننا نحجز هذه النقطة كرأس للمثلث 
1- 
بطرق عددها | 0 
2 
فإننا نحجز هاتين النقطتين , وبالتالي يتبقى 2 -72 من النقاط نختار منها نقطة واحسدة 
لعمغل الرأس الثالث ويكون ذلك بطرق عددها 2-2 . 


ام 


الفصز الثاائ - طرق العمد 


0- التباديل مع التكرار 
5 ©عاط153 015010 

في بعض الأحيان يكون مطلوب معرفة عدد تباديل مجموعة من العناصر بعضها منمائلا 
والصيغة العامة لمثل هذا العدد من التباديل نحصل عليه من النظرية الآتية : 
نظرية 5" : 
إذا كان لمن من العناصر يوجد 821 من العناصر المتشامة » 82 من الععاصر المتشساة 
والمختلفة عن النوع الأول . 13 من العناصر المتشايمة والمختلفة عن النوعين الأولين وهكذا 
إلى 8 من العناصر المتشابمة والمختلفة عن جميع العناصر من الأنواع السابقة فإان عدد 


تباديل العناصر التي عددها 2 ( أي أن عدد طرق ترتيب العناصر 8 ) يساوي 
١ 1‏ 5 
ج11 وسو ج 8 ورل) 
ويمكن تفسير هذه النظرية على أها تعطينا عدد الطرق التي يمكندا يما تقسيم مجموعة فيها 1 من 
العناصر إلى 16 من انجموعات الجزئية التي عدد عناصرها على التوالي ‏ ,1ى ... 329 و2 


ءءء 1 . 0 4 
بحيث أن 1 - 7+ ... + رص + ,م فيكون عدد الطرق 
000000007 


مغال 75: بكم طريقة يمكن ترتيب حروف الاسم 244140 ؟ 
الحل : عدد الحروف 6 - 1 كالآي (11., 1,هة, خ11) 


530 5 55 2120 عم #اععيكيم 

إذن عدد طرق الترتيب 12 6 (1(»)1(2)»(!ة)»!1) 

مغال ا” : 

بكم طريقة يمكن ترتيب حروف 514711571105 بشرط أن يبدأ كل عنصر في الترتيب 
بالمقطع 514 ؟ 


الحل : بعد حجز المقطع 514 فإن الحروف التبقية 7 - د كالآيَّ (© 1, 25 ,21,21 ) 
إذن عدد طرق الترتيب 


1 - 5040 - 0 


)20»)2»)20»0( 8 


م8 


مبادئ الاحتمالاات 


مشثالثم؟ : 
صف دراسي به مسة عشر طالباً , بكم طريقة يمكن توزيع ثلاثة نماذج للامتحان على هؤلاء 
الطلاب إذا أخذ كل خمسة طلاب نفس تموذج الامتحان ؟ 


الحل : 
عدد طرق تجري 15 طالب إلى ثلاث مجموعات بحيث تتكون كل مجموعة من 5 طلاب 
يكون 
7 ل ا 
(!5)» (!5!()5) 


ويمكن حل المثال بأسلوب آخر كالآي : 
عدد طرق اختيار 5 طلاب من حمسة عشر طالبا للإجابة على البموذج الأول للامتحان 


يكون 
1 
3003 0 
(!51()10) 5 
وعدد طرق اختيار 5 طلاب من الطلاب العشرة المتبقين للإجابة على النمسوذج القان 


للامتحان يكون 


وعد (00 6 
((5!(*)5) آر5 


وعدد طرق اختيار 5 طلاب من الطلاب الخمسة المتبقين للإجابة على النتموذج الشالث 


للامتحان يكون 
1 -_- 00 - 5 
(5(«*)0) [(5 


وهذا واضح لان الطلاب الخمسة المتبقون يكون هم النموذج الثالث . 
ووفقاً للقاعدة الأساسية للعد فإن عدد الطرق الكلية لتوزيع ثلاثة نماذج للامتحان على 15 
طالب إذا أخذ كل حمسة طلاب نفس نموذج الامتحان يكون 


30032521 6 


8م 


الفصل الثابئ ‏ طرق العد 


مشثال 8؟ : 

بكم طريقة يمكن توزيع 7 أشخاص على 3 غرف في فندق حيث أن غرفتين من ذات سريرين 
وغرفة ذات ثلاث أسِرّة ؟ 

الحل : عدد الأسِرّة 2-7 وحيث أنه يوجد غرفتين من ذات سريرين وغرفة ذات 
ثلاث أسِدة » إذن عدد طرق الترتيب 


١ 

لبي يي 
مثال "٠١‏ : 
يكح طريهة عكو فت مز ول 2 طالب إلى ثلاثة مجموعات متساوية ؟ 
الحل : 
عر عبوعة فر على :4 طناك 

ش 1 120 
إذك علد طرق القت ذخ بي 
مثال "١‏ : 
كين عقن قن اوجن 2 طالب إلى ثلاثة مججموعات مكونة من 5 , 4 , 3 
طلاب ؟ 
الحل : 
!(12 

عو طرق لقني ا 
مغال ؟“" : 


متكت 


بكوطري بح تريب 5 مصابيع اجراء و 4 شيايج ماتزاء رز شامع زرقاء على واججهة 
أحد المحلات التجارية ؟ 


الل : 
عدد المصابيح 2-12 كالآنيَ ( 3 حمراء , 4 صفراء , 5 زرقاء ) 
ا 
إذن عدد طرق العرتيب 1[00آ'2 دعدة ةالح 
(:3!()4!(»)5) 


مبادئ الاحتمالات 


1- طرق سحب العينات 5005]عالاا وصنتامدصود5 

تدور الكثير من مسائل التحليل التوافقي وبصفة خاصة في الاحتمالات حول سحب أو 
اختيار كرة من صندوق به 8 من الكرات أو سحب ورقة من مجموعة من الأوراق أو اختيار 
شخص من مجتمع ما . وعملية اختيار كرة من الصندوق م من المرات تسمى عينة 
حجمها م . وسوف ندرس حالتين مختلفتين لسحب العينات : 
الحالة الأولى : السحب مع الإرجاع ( المعاينة مع الإحلال ) 
في هذه الحالة يعاد كل عنصر بعد سحبه وقبل سحب العنصر التالي » وبذلك يظلل عدد 
العناصر 1 ثابت في كل مرة يتم فيها السحب . وحيث أنه يوجد 2 طريقة مختلفة لسسحب 
كل عنصر » إذن بتطبيق القاعدة الأساسية للعد يكون عدد طرق سحب "# من العناصر مسن 
من العناصر بحيث يتم الإرجاع في كل مرة هو 


"ع ع د رر؟ا ...كا د كاتر 


1 
الحالة الثانية : السحب بدون إرجاع ( المعاينة بدون إحلال ) 

في هذه الحالة لا يعاد العنصر المسحوب قبل سحب العنصر التالي وبذلك يساقص العاد في 
كل مرة يجري فيها السحب ؛ وإذا كانت العناصر مميزة فإن عدد طرق محب م من العناصر 
من 131 من العناصر ( بدون إرجاع ) هو .م7 ىم حيث يتم مراعاة الترتيب: بينما إذا كلنت 
العناصر غير ثميزة فإن عدد طرق مسحب م من العناصر من 18 من العناصر ( بدون إرجاع ) 
هو 86 حيث لا يراعى الترتيب . 

مشثال "#” : 

في تجربة سحب ورقتان عشوائيا من أوراق اللعب ( الكوتشينة ) مع الإرجاع فإن عدد 
عناصر فضاء العينة لهذه التجربة يكون 2704 -52 52 أما إذا كان السحب بدون 
إرجاع مع مراعاة الترتيب فإن عدد عناصر فضاء العينة يكون 2 حد ,8 رم 
بينما إذا كان السحب بدون إرجاع وبدون مراعاة الترتيب فإن عدد عناصر ففاء العيسة 


يكون 1326- 0 


حك 


الفصل الثاي - طرق العد 


معال 4” : صندوق يحتوى على9 كرات بيضاء » 6 كرات سوداء , 5 كرات حمسراء 
ونريد اختيار مجموعة من الكرات بطريقة عشوائية 

١‏ بكم طريقة يمكن اختيار مجموعة من 3 كرات ؟ 

؟ - بكم طريقة يمكن اختيار مجموعة من كرتين بيضاء وكرة سوداء ؟ 

- بككم طريقة يمكن اختيار مجموعة من ثلاث كرات من نفس اللون ؟ 

4 - بكم طريقة يمكن اختيار مجموعة من 3 كرات مختلفة الألوان ؟ 

الخل : 

اختيار أي مجموعة من كرات يعنى أن يتم سحب الكرات معاً بدون إرجاع ودون مراعاة 
للترتيب . وحيث أن عدد الكرات بالصندوق يساوى 20 كرة ؛ إذن 

١‏ يمكن اختيار مجموعة من 3 كرات بطرق عددها 


0 -- 0 - 0 
3 )3!1(*)17!0( 


'! - يمكن اختيار مجموعة من كرتين بيضاء وكرة سوداء بطرق عددها 


6 9 
6 -< 366 - |«( ا 
1]) 2 


" - بمكن اختيار مجموعة من 3 كرات من نفس اللون بأن تكون الكرات الثلاث بيضاء ويتم 


5 9 09 
ذلك يطرق عددها ‏ 84- شح أو أن تكون الكرات الغلاث سوداء ويعم 
بطر (©) > 397 8 و تكو لكر ث سوداء و 
ع6 6 مع 
ذلك بطرق عددها 20- تدككتتتاات أو أن تكون الكرات الثالاث حمراء ويد 
بطر »3 ل و أن تكون الكرات ث حمراء ويم 
1 !5 5 5 
ذلك بطرق عددها 10---- د . قاعدة الجمع فإنه يمك اختيار مجموعة 
7 (!31(»)2) ا 0 1 


من 3 كرات ممختلفة الألوان بطرق عددها 114 -84+20+10 


4 - يمكن اختيار مجموعة من 3 كرات مختافة الألوان بأن نختار كرة من كل لون ويتم ذلك 


بطرق عددها الل 0م 


8 


مبادئ الاحتمالاات 


مغال ه” : في هذا المثال وضح عدد عناصر فضاء العينة لبعض التجارب العشوائية : 

١‏ - في تجربة اختيار 4 كرات من صندوق يحتوي على 10 كرات والسحب مع الإرجاع 
فإن عدد عناصر فضاء العينة |58 للتجربة 1000 - 10(4) - (7)51 

؟ - في تجربة اختيار 4 كرات من صندوق يحتوي على 10 كرات متمائلة والسحب بدون 
الإرجاع فإن عدد عناصر فضاء العيرة م5 للتجربة 


ورد لقاةم_ الي 1972 افوومة 
24 (6(«)4) [ر4]) ”2 


“ا - في تجربة اختيار 4 كرات من صندوق يحتوي على 10 كرات مميزة والسحب بدون 
إرجاع فإن عدد عناصر فضاء العينة و5 للتجربة 
10 
6 
4- في تجربة سحب أربعة أوراق من الكوتشينة مع الإحلال , فإذا أعيدت كل ورقة إلى 
الكوتشينة قبل سحب الورقة التالية فيكون سحب كل ورقة بطرق عددها 52 وبذلك 
فإن عدد عناصر فضاء العيينة م584 للتجربة يكون 
6 - (52) - 52525252 - ( ي1)5 
وكل عنصر يمثل عينة تتكون من 4 أوراق تم سحبها بالإحلال . 
ه - في تجربة سحب أربعة أوراق من الكوتشيئة على التوالي وبدون إحلال فإن الورقة الأولى 
يمكن سحبها بطرق مختلفة عددها 52 والورقة الثانية يمكن سحبها بطرق مختلفة عددها 
1 والورقة الثالئة يمكن سحبها بطرق مختلفة عددها 50 والورقة الرابعة والأخيرة 
يمكن سحبها بطرق مختلفة عددها 49 وبذلك فإن عدد عناصر فضاء العيينسة م8 
للتجربة في هذه الحالة يكون 


5010 د رطى <-(وق)م 


0 ح-ح- 5251:50:49 - وط وى 2 (55ذ)ام 
وكل عنصر يمثل عينة مرتبة مختلفة تتكون من 4 أوراق تم سحبها بدون إحلال مع 
مراعاة الترتيب أما في حالة عدم مراعاة الترتيب فإن عدد عناصر فضاء العينة م5 


: 52 
للنجربة في هذه الحالة يكون 270725 - ) 80م 
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5 - في تجربة سحب عينة من أربعة أوراق من الكوتشينة بدون إحلال فإن الحدث أن تكون 


العينة جميعها صور يحدث بطرق عددها 
0 -29 1110 »12 - برطي 
وذلك لان عدد الأوراق الصور في الكوتشينة يساوى 12 . 


/ا - في تجربة تحديد أعياد ميلاد 8 من الأشخاص وبفرض أن جميع السنوات 365 يوما 
وإذا أخذنا في الاعتبار أن يوم الميلاد لأي شخص منهم يمكن أن يكون أي يوم في السنة 
فإن عدد عناصر فضاء العينة ب58 للتجربة في هذه الحالة . أي أن عدد الطرق الممكنة 
لتحديد أعياد الميلاد لمؤلاء الأشخاص يكون 

"(365) > (2)57 
وإذا كانت أيام الميلاد لهؤلاء الأشخاص مختلفة فيمكن اختيار يوم عيد الميلاد للشخص 
الأول بطرق عددها 365 ويمكن اختيار يوم عيد الميلاد للشخص الثاني بطرق عددهها 
4 وبمكن اختيار يوم عيد الميلاد للشخص الثالث بطرق عددها 363 وهكذا. 
إذن عدد عناصر فضاء العينة م58 للتجربة في هذه الحالة » أي أن عدد الطرق الممكنة 
لتحديد أيام أعياد ميلاد مختلفة لهؤلاء الأشخاص يكون 
(1+ه-3656 )»« ... «* 363 » 364 »ا 365 - (ع2)5 


م - في تجربة تحديد جنس الطفل ( ولد أو بدت ) وتسلسل ميلاده في العائلات التى لديها ثلاثة 
أطفال فإن عدد عناصر فضاء العينسة و8 يكون 


0 - 365(3) ير 2(3) -(وة)ة 
8 - في تجربة تسجيل تاريخ ميلاد 6 من الأشخاص إذا علم تاريخ ميلاد كل من الشخص 


الأول والشخص الثاي فإن عدد عناصر فضاء العينة 5310 يكون 
0 -- '(365) “1 1 -(,2)5 
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مبادئ الاحتماللات 


ارين الفصل 


١‏ - من حروف كلمة /78115160014 أوجد عدد الكلمات ذات الأربعة حروف والتي يمكن 
تكوينها في كل من الحالات الآتية : 
أ - بدون أي قيود . 
ب - كل كلمة تبدأ بالمقطع 581 . 
ج - كل كلمة تبدأ بحرف متحرك من الحروف المتحركة في كلمة /ا11151012 . 
د - كل كلمة تحتوى الحرف 12 . 

؟ ‏ في أحد النوادي الرياضية أراد أحد الأشخاص أن يشترك في لعبتين إحداهما لعبة جماهة 
والأخرى لعبة فردية . أوجد عدد الطرق الممكنة للاشتراك إذا علمت أن النادي به أربع 
العاب ججماعية وثلاث العاب فردية . أوجد كذلك عدد الطرق الممكنة للاشتراك في لعة 


واحدة جماعية أو فردية . 


* - كم خط تليفون بمكن تركيبه في مدينة ما إذا تألف رقم التليفون من سبعة أرقام 


أ- أوها الرقم 8 ؟ ب - تبدأ برقم زوجي ؟ 
ج - تبدأ برقم اكبر من 6 ؟ د - تبدأ بئلاثة أرقام معساوية غير صفرية ؟ 


- إذا كانت اللوحة المعدنية لرقم السيارة تحتوى على حرفين مختلفين من الحروف الأبجدية 
الإنجليزية يتبعهما ستة أرقام بحيث لا يكون الرقم الأول صفرا . 
أ - أوجد عدد اللوحات المعدنية المختلفة التى بمكن طبعها لأرقام السيارات . 
ب - أوجد عدد اللوحات العدنية المختلفة الى تبدأ بالحرف 12 . 
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ه - نفرض مجموعة الأرقام ( 7,8,9 ,6 ,2,3,4] . كم عددا مكونا من حمسة أرقلم 
يمكن تكوينه من هذه المجموعة ؟ ومن هذه الأعداد كم منها يكون به أرقام مكررة 5 


5 - مكتبة ثما 800,000 كتاب , يراد عمل كود لكل كتاب يتكون من ثلاث حروف 


/ - نفرض مجموعة الأرقام الزوجية [ 8 , 2,46 ) وبفرض السماح بالتكرار احسب : 
١‏ - كم عددا مكونا من أربعة أرقام يمكن تكوينه من هذه المجموعة ؟ 
؟ - كم عددا من أربعة أرقام يمكن تكوينه من هذه المجموعة وقيمته اقل من 6000 ؟ 
- كم عددا من ثلاثة أرقام قيمته اكبر من 500 بمكن تكوينه من هذه المجموعة ؟ 


8 - بكم طريقة يمكن ترتيب الأرقام 9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 للحصول على عدد * بحيث 
أن 7000 >< > 5000 2 ؟ 


أ- مع السماح بالتكرار . ب - بدون السماح بالتكرار . 
9 - كم عدد المصفوفات من رتبة 2211 التي يمكن تكوينها بحيث يكون عناصرها 0 أو 1 ؟ 


- بكم طريقة يمكن أن يجلس ثلاثة أولاد وثلاثة بات في صف به ستة مقاعد إذا كان 
أ - الجلوس بدون أي قيود ؟ ب - يجلس الأولاد معاً والبنات معا ؟ 
ج - تجلس البنات معاً ؟ د - يجلس الأولاد معاً ؟ 


5- حمسة رجال وزوجاهم يريدون الجلوس على عشرة مقاعد مصفوفة في مف واحد 
بحيث تجلس النساء متجاورات . بكم طريقة يمكن أن يتم ذلك ؟ 


- خمسة طرق مردوجة تؤدى إلى تقاطع ( دوران ) في أحد المدن . بكم طريقة يمكن لسائق 
سيارة أن يتجه إلى الدوران من أياً من الطرق ويخرج من طريسق آخر ؟ وإذا أراد 
السائق أن يتجه إلى الدوران من أحد الطرق ويخرج من أي طريق بما في ذلك طريسق 
الدخول فبكم طريقة يتم ذلك ؟ 
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مبادئ الاحتمالات 


١‏ أربعة طلاب بالفرقة الثالثة و أربعة طلاب بالفرقة الرابعة يريدون الجلوس على ثمايفية 
مقاعد مصفوفة في قاعة امتحان بحيث لا يجلس طالبان متجاوران ومن نفس الفرقة 5 


بكم طريقة يمكن أن يتم ذلك ؟ 


١4‏ - بكم طريقة يمكن مجموعة من سبعة أشخاص في حفل أن يرتبوا أنفسهم بحيث يجلسون 


أ - في صف به سبعة مقاعد ؟ ب - حول مائدة مستديرة يما سبعة مقاعد ؟ 


١‏ -_أوجد عدد الطرق الممكنة لاختيار رئيس ووكيل وأمين صندوق مجلس إدارة أحد 


الأندية الرياضية من بين عشرة أشخاص . 


5 - في أحد النوادي الاجتماعية تقدم 25 عضوا للترشيح في مجلس إدارة النادي لاختيار 
رئيس للنادي ونائب للرئيس ووكيل وأمين صندوق . فإذا علمت أن هناك 5 أعضاء 
لا يرغبون في الترشيح لمنصب وكيل للنادي أو أمين صندوق فبكم طريقة يمكن اختيار 


المناصب الأربعة ؟ 


7 - في أحد الموتمرات العلمية كان هناك 6 من الأساتذة كل منهم سيلقى بحنا أمام الحضور 
. بكم طريقة يتم تنظيم إلقاء الأبحاث ؟ وإذا علمت أن أحد الأبحاث لابد أن يلقى في 
بداية المؤتمر فبكم طريقة يتم تنظيم إلقاء الأبحاث في هذه الحالة ؟ 


- قاعة للاجتماعات ها أربعة أبواب مختلفة . بكم طريقة يمكن لشخص الدخول إلى القاعة 
من أحد الأبواب والخروج من باب آخر ؟ بكم طريقة يمكن ذلك إذا كان الدخسول 
والخروج من أي باب ؟ 


8 فصل به 24 طالب وفى أحد الخصص الدراسية أراد مدرس الرياضيات إخراج 8 
طلاب بطريقة عشوائية إلى السبورة وذلك للإجابة على مسائل الرياضيات . بكم 
طريقة يمكن للمدرس عمل ذلك ؟ وبكم طريقة يمكن للمدرس في خلال ثلاث 
حصص دراسية بمعدل 8 طلاب في كل حصة , أن ينتهي من إخراج جميع الطلاب ؟ 


/ا3 
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في أحد المدارس من بين 5 طلاب بالفرقة الأولى » 10 طلاب بالفرقة الثانيةء 15 
طالب بالفرقة الثالثة يراد اختيار ججنة ثقافية بالمدرسة تتكون من 9 طلاب , أوجد 
عدد الطرق التى يمكن يما تشكيل هذه اللجنة في كل من الحالات الآتية : 

. بدون أي قيود في اختيار أعضاء اللجنة‎ - ١ 

؟ ‏ أحد طلاب الفرقة الرابعة لابد أن يكون في هذه اللجنة . 

أحد طلاب الفرقة الأولى لابد ألا يكون في هذه اللجنة . 

4 - اللجبة تشمل أعداد متساوية من الطلاب في الفرق الدراسية العلاث . 
ه - اللجبة تشمل 2 بالفرقة الأولى , 3 بالفرقة النانية , 4 بالفرقة الثالغة . 
5 اللجنة تشمل 5 طلاب بالفرقة الثانية . 
- اللجنة لا تشمل أياً من طلاب الفرقة الأولى . 
- اللجنة تشمل طلاب الفرقة الثالئة فقط . 
4 - اللجئة تشمل على الأكثر 3 طلاب من الفرقة الثانية . 

. -اللجبة تشمل على الأقل 6 طلاب من الفرقة الثالثة‎ ٠ 


- امتحان لادة الرياضيات به ثمانية أسئلة ومطلوب من الطلاب الإجابة على ستة أسكلة 

فقط . 

١‏ - بكم طريقة يمكن للطالب أن يختار الأسئلة التي يجيب عنها ؟ 

؟ - بكم طريقة يمكن للطالب أن يختار الأسئلة إذا كان السؤال الأول إجباري ؟ 

* - بكم طريقة يمكن للطالب أن يختار إذا كانت الأسئلة الثلاثة الأولى إجبارية ؟ 

4 - إذا وضعت الأسئلة في مجموعتين في كل مجموعة أربعة أسئلة ومطلوب من الطلاب 
الإجابة على ثلاثة أسئلة فقط من كل مجموعة فبكم طريقة يمكن للطالب أن يختلر 
الأسئلة التي يجيب عنها ؟ 

ه - إذا وضعت الأسئلة في مجموعتين في كل مجموعة أربعة أسئلة ومطلوب من 
الطلاب الإجابة على ثلاثة أسئلة فقط من كل مجموعة وكان السؤال الأول في 
كل مجموعة إجباري فبكم طريقة يمكن للطالب أن يختار الأسئلة التي يجيب عنها ؟ 
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مبادئ الاحتمالات 


امتحان بنظام الاختيار من متعدد عن1101ء - 211111016 يحتوى على 20 مسؤال 
ولكل سؤال ثلائة إجابات منها واحدة فقط صحيحة . أراد أحد الطلاب الإجابة على 
كل أسيلة الامتحان بالتخمين 
١‏ - بكم طريقة يمكن للطالب إجابة الامتحان ؟ 
؟ - بكم طريقة يمكن للطالب الإجابة بالصواب على نصف الأسئلة ؟ 
9 - بككم طريقة تكون إجابة الطالب خطأ في جميع أسئلة الامتحان ؟ 
- بكم طريقة تكون إجابة الطالب صواب في جميع أسئلة الامتحان ؟ 


81011 امتحان في مقرر التاريخ به 20 سؤال بنظام الاختيار من متعدد ععزوء - ع1م‎  ”«+ 
وخمسة أسئلة مقاليه والمطلوب أن يجيب الطالب على 15 سؤال من أسئلة الاختيار من‎ 
متعدد وثلاثة أسئلة مقاليه . بكم طريقة يمكن للطالب إجابة الامتحان ؟ وإذا كان‎ 
الأسئلة الخمسة الأولى في الاختيار من متعدد إجبارية والسؤال الأول في أسئلة المقال‎ 
إجباري فبكم طريقة يمكن للطالب إجابة الامتحان ؟‎ 


4 - فريق يتكون من 3 أولاد » 4 بات يتم اختياره من مجموعة تعكون من 7 أولاد , 9 
بات . فإذا علمت أن بنتان من امجموعة لا ترغبان في اللعب في نفس الفريق . بككم 
طريقة بمكن أن يتم ذلك ؟ 


5 - في أحد المطاعم وضع إعلان يتيح للزبائن إمكانية الاختيار من تشكيلة من 200 نوع 
من البيتزا . فإذا علمت انه بالإضافة إلى المكرن الأساسي وهو الجبن يوجد بالمطعم 7 
مكونات إضافية يمكن الدمج بين أياً منها لعمل مجموعة متنوعة من البيتزا . والسؤال 
هر . هل هذا الإعلان صادق أم هو إعلان كاذب ؟ 


أحد المطاعم تقوم بأعداد وجبات جاهزة للزبائن . فإذا علمت انه يوجد بامطعم 
3أنواع من الخبز , 5 أنواع من الخضراوات ؛ 6 أنواع من اللحوم . 10 أنواع من 
السلطات . 4 أنواع من المشروبات . وإذا كانت الوجبة تشمل نوع واحد من كل 
من الخبز والخضار واللحوم ومشروب واحد ونوعين من السلطات . بكم طريقة يمكن 


تقديم أنواع مختلفة من هذه الوجبات الجاهزة ؟ 
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١‏ - أحد المطاعم تقوم بأعداد ساندويعشات جاهزة للزبائن . فإذا علمت انه يوجد بالمطعم 
نوعان من الخبز » 6 أنواع من اللحوم ؛ 5 أنواع من الجبن وثلائةأنواع من 
السلطات . وبفرض أن السندوتش يحتاج بالضرورة إلى نوع واحد من الخبز ونوع 
واحد من اللحوم أو الجبن ونوعان على الأقل من السلطات بكم طريقة يمكن تقديم 
أنوا ع مختلفة من هذه الساندويتشات ؟ 


8 - شخص له تسعة أصدقاء من الجنسين ويرغب في دعوة أربعة منهم إلى العشاء . أوجد 
عدد الطرق الممكنة لدعوقم في الحالات الآتية : 
١‏ - بدون أي قيود . 
؟ - اثنان من أصدقائه متزوجان ولابد أن يحضران معاً . 


مط اثنان من أصدقائه متخاصمان ولا بمكنهما الحضور معا . 


8 - في أحد الأندية الرياضية يوجد 30 لاعبا مسجلين في فريق كرة القدم مهم 4 لاعبين 
في حراسة المرمى » 10 لاعبين في خط الدفاع , 7 لاعبين في خط الوسط . 9 لاعبين 
في خط الهجوم . بكم طريقة يمكن تشكيل فريق للعب أحد المباريات بحيث يتكون من 
حارس للمرمى وأربعة لخط الدفاع وأربعة خط الوسط واثنان لخط المجوم وأربعة 
لاعبين احتياطي منهم حارس للمرمى ولاعب احتياطي لكل خط من خطوط الدفاع 
والوسط والهجوم علما بأن كابتن الفريق يلعب في خط الهجوم ولابد من اختيارة ضمسن 
الفريق . وإذا كان كابتن الفريق يلعب في خط الدفاع فكم يكون عدد طرق تش كيل 
الفريق . 


"٠‏ إذا كان عدد الطلاب الذين تم قبولهم في أحد الأقسام بالكلية 30 طالب . بكم 
طريقة يمكن تقسيم هؤلاء الطلاب 
١‏ - إلى مجموعتان متساويتان من الطلاب . 
؟ - إلى ثلاثة مجموعات متساوية من الطلاب . 
“ - إلى أربعة مجموعات مكونة من 9 ,6,798 طالب . 


مبادئ الاحتمالات 


"١‏ - يوجد 10 من النقاط 3 ,1 ,11 , © ,3 , 23 ,712 8,6 , د في المستوى 
بحيث لا تقع أي ثلاثة منها على خط مستقيم واحد . 
١‏ - كم عدد المستقيمات التي يمكن أن تحددها هذه النقاط ؟ 
؟ - كم مستقيم منها لا يمر بالنقطة 4 أو 7 أو #) ؟ 
* -كم عدد الأشكال الرباعية التي يمكن تحديدها يذه النقاط ؟ 
؛- كم من هذه الأشكال الرباعية يحتوى النقطة 18 كرأس فيها ؟ 
ه - كم من هذه الأشكال الرباعية يكون أحد أضلاعه هو الخط الواصل بين 
التقطتين © , م ؟ 


؟” - يوجد 18 من النقاط في المستوى 4 !![ ( :لا , :<ا) ) بحيث لا تقع أي ثلاثة منها 
على خط مستقيم واحد . 
١‏ - كم عدد الدوائر التي يمكن أن تحددها هذه النقاط ؟ 
؟ - كم دائرة منها لا تمر بالنقطة ( 1(,]*) ؟ 
كم دائرة منها لا تمر بالنقطة 1 د) أو ( ولاريد) 0 
4- كم دائرة منها تمر بالنقطة [ 1لا,1<) ؟ 
ه - كو دائرة منها تمر بالنقطة ( 1لإ,<) أو (ولاميع) 0 
5 - كم دائرة منها تمر بالنقطة (1لإ,]<) و [82,2) ؟ 


9" قطيع من الأغنام به 10 أغنام سليمة و 5 أغنام مصابة . بكم طريقة يمكن أخذ عينة 
من ثلاث أغنام في الحالات الآتية : 
١‏ - بدون أي قودفي اختيار العينة . 
؟ - العينة تحنوي على ثلاث أغنام سليمة . 
” - العيئة تحنوي على ثلاث أغنام مصابة . 
؛ - عدد الأغنام السليمة في العينة اكبر من عدد الأغنام المصابة . 
ه - العينة تحتوى على أغنام سليمة ومصابة . 


الفصل الغا - طرق العمد 

4” - بكم طريقة يمكن تشكيل لجنة مكونة من 4 طلاب على الأقل من بين سبعة طلاب ؟ 
وإذا علمت أن أحد الطلاب لابد من وجوده ضمن هذه اللجنة فبكم طريقة يتسم 
تشكيل اللجنة بحيث تتكون من 4 طلاب على الأقل من بين الطلاب السبعة ؟ 


ده” - بكم طريقة يمككن لستة أشخاص الوقوف في صف من اجل الصعود إلى حافلة ؟ وإذا 
أصر ثلاثة أشخاص من الستة على أن يكون الواحد تلو الآخر في ترتب الصعود 
بالحافلة » فبكم طريقة يتم صعود الأشخاص السنة في هذه الحالة ؟ 


6" أوجد عدد الطرق التى يمكن أن يجلس با خمسة أشخاص في صف بشرط إصرار 
شخصين منهما أن يجلسا متجاورين . 

/"- ألقي حجر نرد أربعة مرات على التوالي » أوجد عدد طرق الحصول على أربعة أرقام 
مختلفة . 

8”- ألقيت أربعة أحجار نرد » أوجد عدد طرق الحصول على أربعة أرقام مختلفة في كل من 
الخالات الآتية : 
١‏ -الأحجار الأربعة متمائلة . 
؟ الأحجار الأربعة متميزة : 

8 - أوجد عدد التباديل المختلفة لحروف كلمة 011551551221 ؟ كم تبديل نهم 
يبدأ بالمقطع 555 ؟ 

: بكم طريقة مختلفة يمكن ترتيب حروف كل من الكلمات الآتية‎ -4 ٠ 


دكلاانان)عطة) -2 لام -1 
501 -4 5 3 


. بكم طريقة بمكن ترتيب حروف 4,آ217[1441 بحيث يكون حرفي كك متتاليين‎ -١ 


7 - فصل به عشرون طالبا , بكم طريقة يمكن توزيع خمسة اختبارات مختلفة على هؤلاء 
الطلبة إذا أخذ كل أربعة من الطلبة نفس الاختبار ؟ 


١٠١ 


مبادئ الاحتماللات 


4 -أوجد عدد طرق ترتيب حروف كلمة /2712018.41311:1109 لكل من الخالات الآتية : 
١‏ - بدون أي قيود . 
؟ - كل ترتيب يبدأ بالمقطع 7218013 
”* - كل ترتيب ينتهي بالمقطع /1.1179 
4 - كل ترتيب يبدأ بالمقطع 8218013 وينتهي بالمقطع /1,17129 
ه - كل ترتيب يبدأ بالمقطع 212013 أو ينتهي بالمقطع 1.119 
- كل ترتيب يحتوى المقطع 88 . 


4 ؛ - بكم طريقة يمككن ترتيب 0 مصابيح حمراء و 9 مصابيح صفراء و8 موحصايوع 
زرقاء و 7 مصابيح خضراء على واجهة أحد امحلات التجارية ؟ 


© - أشترى رجل 9 العاب مختلفة لتوزيعها على أولاده الأربعة . بكم طريقة يمكن أن يعطى 
أحدهم ثلاثة العاب والباقين كل منهم لعبتين ؟ 


- ترغب شركة مقاولات في بناء 10 نماذج مختلفة لناطحات سحاب في أحد الشوارع 
الشهيرة بالعاصمة بحيث يكون 4 ثماذج على الجانب الأيمن , 8 نماذج على الجانب 
الأيسر للشارع . بكم طريقة يتم ذلك ؟ 


7- مجموعة تتكون من 5 كتب هندسة ؛ 4 كتب جبر , 3 كتب تفاضل , 5 كتب فيزيلء » 
3 كتب كيمياء » 4 كتب أحياء يراد وضعها معا على رف . أوجد ما يأ : 
١‏ - عدد طرق ترتيب الكتب معاً على الرف . 
؟ - عدد طرق ترتيب الكتب بحيث تكون كتب كل مقرر معا . 
* - عدد طرق ترتيب الكتب بحيث تكون كتب الرياضيات معاً وكتب العلوم معاً . 
4 - عدد طرق ترتيب الكتب بحيث تكون كتب الهندسة معا . 


7 كم طريقة مكن توريع: 50 شخص على 24 غرلة قي فندق ابه 10 غرف مين ذات 
سريرين و8 غرف ذات ثلاث أسِرًة و 6 غرف مفردة ذات سرير واحد . 


الفصل الثائ - طرق العد 


8 - صندوق يحتوى على 10 كرات, أوجد عدد العينات المرتبة في كل من الخالات الآتية: 
أ- حجم العينة 3 مع الإرجاع . 
ب - حجم العينة 3 بدون إرجاع . 


٠‏ - بكم طريقة يمكن سحب عينة من 7 ورقات الواحدة بعد الأخرى من الكوتشينة 
وبدون إرجاع وبحيث يكون أربعة أوراق من الأوراق المسحوبة تحمل الرقم ١‏ . 


يم 8 24 م 
٠.‏ ه نا 
٠‏ ب 4 
« َه أ 
- 7 5 


١‏ - صندوق يحتوى على6 كرات بيضاء » 5 كرات حمراء , 3 كرات سوداء 
١‏ - بكم طريقة يمكن اختيار مجموعة من 3 كرات ؟ 
؟ - بكم طريقة يمكن اختيار مجموعة من كرتين بيضاء وكرة حمراء ؟ 
* - بكم طريقة يمكن اختيار مجموعة من كرتين حمراء وكرة بيضاء ؟ 
4 - بكم طريقة يمكن اختيار مجموعة من ثلاث كرات من نفس اللون ؟ 
ه - بكم طريقة يمكن اختيار مجموعة من 3 كرات مختلفة اللون ؟ 


دكن -فني تجربة سحب ورقتان عشوائياً على التوالي من الكوتشينة أوجد عدد عناصر فضاء 
العينة لهذه التجربة في الحالات الآتية : 
5 - السحب مع الإرجاع . 
؟ - السحب بدون إرجاع مع مراعاة الترتيب . 
"' - السحب بدون إرجاع وبدون مراعاة للترتيب . 


- بكم طريقة يمكن سحب عينة من 5 ورقات من أوراق اللعب ( الكوتشية ) في 
الحالات الآتية : 
أولا : السحب مع الإرجاع . 
ثانيا : السحب بدون إرجاع . 


مبادئ الاحتماللات 


4 © - أوجد عدد عناصر فضاء العينسة لكل من التجارب الآتية : 
١‏ - سحب 5 كرات من صندوق يحتوي على 12 كرة والسحب مع الإرجاع . 
؟ - سحب 5 كرات من صندوق يحتوي على 12 كرة متمائلة والسحب بدون الإرجاع. 
* - سحب 5 كرات من صندوق يحتوي على 12 كرة مميزة والسحب بدون إرجاع . 
م - اختيار مجموعة من 5 كرات من صندوق يحتوى على 8 كرات حمراء » 4 سوداء . 
ه - اختيار كرتان مختلفتا اللون من صندوق يحتوى على 8 كرات حمراء , 4 سوداء . 
5 - اختيار مجموعة من 3 كرات حمراء » 3 كرات سوداء من صندوق يحتوى على 8 
كرات حمراء » 4 سوداء . 

/ا - تسجيل جنس الطفل وتسلسل ميلاده في العائلات التي لديها طفلان . 
8 - تسجيل تاريخ ميلاد خمسة أشخاص بينهم اثان هما نفس تاريخ الميلاد . 
4 - تسجيل تاريخ ميلاد خمسة أشخاص إذا علم تاريخ ميلاد اثنان منهم . 

. تسجيل جنس الطفل وتسلسل ميلاده في العائلات التي لديها أربعة أطفال‎ - ٠ 


هه في تجربة سحب أربعة ورقات من أوراق اللعب ( الكوتشينة )» على القوالي وبدون 
إرجاع , أوجد عدد عناصر كل من الأحداث الآتية : 
١‏ -الأوراق الأربعة جميعها صور . 
؟ - الأوراق الأربعة ليس يما صور . 
- الأوراق الأربعة ليس بما صور وكلها أرقام اكبر من 5 . 
4 - الأوراق الأربعة ليس بما صور وكلها أرقام زوجية . 
ه - الأوراق الأربعة ليس بما صور وكلها أرقام فردية . 
١‏ - الأوراق الأربعة بما ورقتان صور وورقتان لأرقام اكبر من 8 . 
/ - الأوراق الأربعة ليس بما صور وجميعها أرقام مختلفة . 
8 - الأوراق الأربعة ليس بما صور وجميعها أرقام مسساوية . 
4 - الأوراق الأربعة ليس بها صور وليس بم أرقام تقبل القسمة على 3 . 
٠‏ -الأوراق الأربعة بما صورة وثلاثة أرقام ممساوية . 


الفصل الثابئ - طرق العد 


5ه -إذا علمت أن معاملات المعادلة التربيعية 0 -<ء بجومب ع تم تعيبنها عن 
طريق إلقاء حجر نرد مرتين على التوالي والعدد الذي يظهر في الرمية الأولى يمثل المعامل 
بينما العدد الذي يظهر في الرمية الثانية بمثل العدد ع . 
-١‏ أوجد عدد المعادلات التربيعية التي بمكن تكوينها . 
؟- أوجد عدد المعادلات التربيعية التي بمكن تكوينها بشرط أن يكون للمعادلة جذران 
حقيقيان مختلفان . 
أوجد عدد المعادلات التربيعية التي بمكن تكوينها بشرط أن يكون للمعادلة جدران 
حقيقيان متساويان . 
؛- أوجد عدد المعادلات التي يمكن تكوينها بشرط أن يكون للمعادلة جذران مركبان . 
لاه- إذا علمت أن معاملات اللمعادلة التربيعية 0 دع + 2ط + 812 يتم تعينها عن 
طريق إلقاء حجر نرد ثلاث مرات على التوالي والعدد الذي يظهر في الرمية الأولى يمفل 
المعامل 8 والعدد الذي يظهر في الرمية الثانية يمثل المعامل 18 بينما العدد الذي يظهر في 
الرمية الثالثة بمثل العدد ع . أوجد عدد المعادلات في الحالات الأربعة في التمرين السابق . 


48ه- نفرض زوط, 2ط و 1ط - 8 ,و [ يهو ية)- 4 
١-كوعددالدوال‏ 8 ج 1:4 التي يمكن تعريفها ؟ 
١”‏ - كم عدد الدوال 18 ج 4 : 1 التي يمكن تعريفها بحيث تكون أحادية ( 1-1 ) ؟ 
 *‏ إذا كان وح يط فكم عدد الدوال 8 جه : 1 التي يمكن تعريفها بحيث 
تكرن فوقية ( 0860 ) ؟ 
4- نفرض ابرط ر ... وا يوط روط 4 8-2 م ل وقر... و يقر يه 4 - م 
١‏ - أئبت أن عدد الدوال 8 ج ف : 1 التي يمكن تعريفها يساوى 27م . 
*" - إذا كان « < 12 فأئبت أن عدد الدوال 8 ج ف : 1 التي يمكن تعريفها 
بحيث تكون أحادية ( 1-1 ) يساوى و2 بم 
*« - إذا كان « - 23 فأثبت أن عدد الدوال 8 ج 4 : 1 التي بمكن تعريفها 


بحيث تكون فوقية ( 08140 ) يماوى !8م . 


١١5 


مبادئ الاحتمالالات 


الفصل 
3 


دالة الاحتمال 
01 /[11ازطوطممم 


طءومطوطأا|]٠‎ 701 


يوجد للاحتمال عدة تعاريف مختلفة كالاي : 
(1) - التعريف الكلاسيكي ( القديم ) للاحتمالات 
7ج لالطدطهع2 01 105 أشتلزء0 لد551 ه13 


يعتمد هذا التعريف أساساً على أن نواتج التجربة العشوائية ( الأحداث الأولية ) جميعها 
متساوية الفرصة في الحدوث أو الوفوع أو الظهور . فإذا كان عدد الطرق التي بمكن أن تظهر 
يما نواتج التجربة العشوائية هو 1 طريقة وجميعها متسساوية الفرصة ني الحدوث وكان من 
بينها 2 طريقة يظهر يما حدث كح حيث 12> 18 فإن احتمال وقوع الحدث 4 يرمز 
له (2)4 ويعراف بالصورة 


3 - (4)م 


وهذا التعريف لا يمكن الاعتماد عليه في جميع الأحوال لأن هناك بعض التجارب أو المحلولات 
يكون لبعض النواتج فرص اكبر ( أو اقل ) في الظهور عن غيرها من النواتج ولشل هذه 
التجارب لا بمكن استخدام هذا التعريف . 


( ب ) - التعريف التجريي ( التكراري ) للاحتمالات 
كتلتطقطم© 1ن سصمناتهتاء 0 لمتمعسني مر 


التعريف التجريي للاحتمالات لا يشترط تساوى فرص ظهور نواتج التجربة العشسوائية 
كما.في التعريف الكلاسيكي ولكنه يعتمد أساسا على أجراء التجربة عدد كبير جداً من المرات 
ومعرفة نتائجها وبعد ذلك نستنتج قيمة الاحتمال ؛ أي أن التعريف التجريي للاحتمال مبنى 
على فكرة التكرار الدسبي للتجربة فإذا أجريئا تجربة ما 8 من المرات تحت نفس الظفروف 


١ لا‎ 


الفصل الثالث - دالة الاحتمال 


وكان عدد المرات من بينها والتي نلاحظ فيها وقوع حدث معين 4 هو (2)4 من المرات 

حيث (ذ4)م بالطبع تعتمد على 2 فإن خارج القسمة للك يسمى التعكرار النسسبي 
1 

للحدث فى . أي أن 


عده مرات وقو ع الحدث فر 
التكرار الدسبي للحدث حم - عدد مرات وقوع ادك ل 


عدد مرات أجراء التجربة 


وبالملاحظة وجد انه عندما يزداد عدد امحاولات أي عندما ترداد قيمة 2 فإن المقدار اننا 


والذي يمئل التكرار الدسبي للحدث هم يكتسب بعض الانتظام ويؤول إلى فاية معينة يمستقر 
حوفا وهذه النهاية تمئل احتمال الحدث ل ويرمز نما (2)4 , أي أن احتمال الحدث م 
يعرف بالصورة 
4 
لخن بو د ووم 
11 جد 11 
وهذا يمثل التعريف التجريي للاحتمالات وهذا التعريف يعتبر مشكوك فيه رياضياً ولا يمحكسن 
الاعتماد عليه كأساس دقيق لدراسة الاحتمالات نظراً لوجود بعض الصعوبات التي يتضمنها 
وهذه الصعوبات نلخصها في الآ : 
و نان سن نتف فاه , :. 8 
أولا : من الناحية العملية فإن النهاية كد «وؤ[ لايمكن حسابما لأنه من اللمتحيل 
د إلا مه جح 1 
إعادة أجراء التجربة عدد لا فائي من المرات فهذا ليس له معنى ونضيف إلى ذلك انه 
إذا اعتبرنا لقيم 8 الكبيرة و لقالا هو تقريب لاحتمال الحدث 4ر فإنه لا يوجد 
11 
أسلوب أو طريقة نحلل بما الخطأ في هذا التقريب . " 


١١4م‎ 


مبادئ الاحتماللات 


7 1 ل ل . (ك2)4 
ثانيا : لا يوجد مبرر أو سبب يجعلنا على ثقة أو يقين في أن النهاية لقاع هرثا تكون 
قاد 2 جار 


موجودة ونضيف إلى ذلك أيضاً انه حتى وان كانت هذه النهاية موجودة فإنه لا يوجد 
مبرر أو سبب يجعلنا على ثقة أو يقين بأن هذه النهاية تكون وحيدة ووفقا لذلك فإنه ' 
ليس مضموناً أن يكون احتمال وقوع الحدث هر وحيد القيمة . 


الثا : وفقاً للتعريف التجريي للاحتمالات فإن الاحتمالات التي تعتمد في أساسها على مقدار 
0 الثقة لدينا وعلى معلوماتنا الشخصية لا بمكن تبريرها » فمثلاً التعبيرات 

" احتمال أن تسقط أمطار غدا يكون بنسبة 90 30 " أو 

" احتمال النجاح في الامنحان اكبر من م9 90 " أو 

" يوجد احتمال لارتفاع أسعار الفط بنسبة 2090 في الشهر القادم " 

مثل هذه التعبيرات أو ما شايمها لن يكون له معنى في ظل التعريف التجريبي 


للاحتمالات . 


وبالتالي يمكننا القول أن كل من التعريف الكلاسيكي والتعريف التجريي للاحتمالات 
لا يفي بموضوع دراسة الاحتمالات ولتفادى العيوب في التعريفيين السابقين تم وضع 
التعريف الرياضي للاحتمالات :11107 هط70© 01 صملعتسلقء0 لدعم سء )713 ومر 
تعريف تم وضعه في صورة دقيقة مبنى على أساس افتراض بعض المسلمات والتي تسسمى 
عسلمات نظرية الاحتمال '110139 :210211107 01 4210125 وهى تتفق وتساسب مع 
فكرتنا الإدراكية لمعنى الاحتمال ومن هذه المسلمات تم اشتقاق نظريات الاحتمالات وهذا هو 
البناء الرياضي لعلم الاحتمالات وهو في ذلك لا يختلف عن الأبنية الرياضية المختلفة التي 
درسناها من قبل » تلك الأبنية التي تفترض وجود الأساس الذي نبدأ منه ونتطلق نحو الباء 
الرياضي بأكمله وسوف نتعرف على هذا الأساس في البند القادم بعنوان مسامات نظرية 
الاحتمال . 


الفصل الثالث - دالة الاحتمال 


: ١ مثال‎ 


ألقى حجر نرد 100 مرةء والجدول الآيَ يوضح تكرار ظهور كل من الأعداد الستة قي 
فضاء العينة 


أوجد التكرار النسبي للحدث 

. ظهور العدد 3 . 4 - ظهور عدد أولى‎ -١ 

؟ -ظهور العدده 4 . ه- ظهور عدد أقل من 3 . 
* - ظهور عدد زوجي . 5 - ظهور عدد أكبر من 3 . 
الخل : 

عدد مرات وقوع الحدث كم 


م سسناية عدد مرات أجراء التجربة 
: 20 

١‏ التكرار النسبي لظهور العدد 3 يساوى و0 

؟ - التكرار الدسبي لظهور العدد 4 يساوى اللممم 

17+18+16 - 51 الحدث ظهور عدد زوجي هو (2,4,6) وعدد مرات وقوعه‎  «# 
إذن التكرار النسبي للحدث ظهور عدد زوجي يساوى لكك‎ 

-الحدث ظهور عدد أولي هو (2,3,5] وعدد مرات وقوعه 2 52 - 17+20+15 
إذن التكرار النسبي للحدث ظهور عدد أولي يساوى كفت 

ه-_الحدث ظهور عدد أقل من 3 هو (2 ,1 ]وعدد مرات وقوعه 14+17-31 
إذن التكرار الدسبي للحدث ظهور عدد أقل من 3 يساوى اك 

5 -الحدث ظهور عدد أكبر من 3 هو (4,5,6]وعدد مرات وقوعه 49 - 18+15+16 

49 


إذن العكرار النسبي للحدث ظهور عدد أكبر من 3 يساوى 0 


11٠ 


مبادئ الاحتياللات 


1170| أطوموعط أو كاررو اام 


المهدف من الأبحاث في الرياضيات هو الحصول على نتائج جديدة وإثبات صحتها 
وكذلك إعطاء براهين أبسط لنتائج مبرهنة من قبل واكتشاف وابتكار روابط بين الفسروع 
المختلفة في الرياضيات وبناء وحل تماذج رياضية تتعلق بمشاكل حقيقية في العالى من حولنا 
وهكذا إلى ما شابه ذلك . ولاكتشاف نتائج جديدة فإن المهعمين بالرياضيات يستخدمون طرق 
عديدة منها انخاولة والخطأ والتحليل الاستقرائي ودراسة الحالات الخاصة والتخمين وهنا تتجلى 
الموهبة والإبداع بالإضافة إلى طرق أخرى . وبوجه عام فإن الكثير من القضايا التي نتعامل معها 
في حياتنا تكون بحاجة إلى إثبات وبدون تقديم الإثبات تبقى مئل هذه القضايا جرد ادعاءات 
معلقة إلى أن يتم إثبات صحتها أو إثبات عدم صحتها , وبالمثل في مجال الرياضيات فإنه عندما 
يتم اكتشاف نتيجة جديدة فإن صحتها تبقى موضوع مشكوك فيه إلى أن يتم إثباها بوضوحج . 
وفي بعض الأحيان يكرن لدينا نتيجة جديدة ما ونحاول إثباتها ولكمدا نفاجأ بوجود أمثلة تبت 
فشل هذه النتيجة ‏ ومثل هذه الأمنلة تسمى بالأمثلة المضادة 102811165 :01112401© أما 
إذا كانت هذه النتيجة صائبة فإننا نحتاج إلى وضع برهان يثبت هذه النتيجة وقد يأخذ هذا 
البرهان أيام أو شهور أو سنين وربما قرون من الزمن . 


وفى علم الاحتمالات فإن البراهين تتم في إطار طريقة تعرف باسم طريقة المسلمات » 
ولتقديم فكرة مبسطة عن ما هو المقصود بطريقة المسلمات نعطى المثال التوضيحي القالي : 
نفرض أننا نريد أن نقئع شخص ما بأن العبارة ,1 صحيحة . في هذه الحالة سوف نحاول أن 
نوضح هذا الشخص أن هذه العبارة تكون ناتجة بأسلوب منطقي من عبارة أخرى 1,2 أقل 
تعقيداً وابسط من العبارة رآ وقد تكون مقبولة لديه ولكن أن كانت العبارة ,1 غير مقبولة 
وغير كافية للإقناع فإنه يتوجب علينا أن نبرهن أو نقيم الدليل على أن العبارة وبآ يمكن 
استنتاجها منطقيا من عبارة ابسط ,1 فإذا كانت هذه العبارة الجديدة 1,3 لا تزال موضصع 
للنقاش وجدل من هذا الشخص فإن العملية يجب أن تستمر على هذا المنوال حتى. نمل إلى 
عبارة تكون مقبولة لديه بدون الحاجة إلى أي إيضاحات إضافية وعندئذ فإن هذه العهارة 
الأخيرة التي وصلنا إليها تصبح أساساً للبرهان ووجودها ضروري لأنه بدوفما تصبح عملية 
التوضيح عملية غير منتهية ومثل هذه العبارة تسمى مسلمة 431017 وتكون بمثابة نقعفة 
انطلاق نحو البرهان . وتعرف المسلمة أحيانا بأنما قضية أو عبارة بلغت في ذاتها حدا من البداهة 


١15 


الفصل الثالث - دالة الاحتمال 


يجعلنا نعجز عن الاهتداء إلى قضايا أو عبارات أشد بداهة منها لنبرهن يما عليها » وعلى ذلك 
يمكننا القول أن طريقة المسلمات تعتمد في أساسها على بعض العبارات المتناسقة والتي لا تحعسدج 
إلى أي تبرير أو زيادة إيضاح وهذه العبارات تسمى مسلمات 4340125 ومن هذه المسلمات 
يمكن الوصول إلى نتائج جديدة تسمى نظريات 35 ويمكن إِناتَا ومن هذه النظريات 
يكن أيضا اكتشاف نظريات جديدة وتستمر هذه العملية بهذه الطريقة لتضع لنا الجاتب 
النظري من علم جديد . وفى موضوعنا الشاغل في هذا الكتاب وهو علم الاحتمالات يوجد 
ثلاث مسلمات أساسية تمثل الأساس الذي تم عليه بناء نظرية الاحتمال » وقد حان الوقت 
الآن للتعرف على هذه المسلمات الثلاث وهى تعرف كالآنَ : 


نفرض أن 5 فضاء العينة لتجربة عشوائية ما , لأي حدث ل من فضاء العينة 5 يتعين عدد 
((20)4 يرافق الحدث 4 ويسمى احتمال الحدث ل ويحقق المسلمات الآتية : 

المسلمة الأولى  :‏ 0 <(2)48 

المسلمة الغانية : 1 -(72)8 


المسلمة الثالثة : إذا كان ... و 2 كو وك متتابعة لاغائية من الأحداث المتنافية فإن 


(:5)4 2 د زه ل)م 


نلاحظ أن المسلمة الأولى تخيرنا بأن احتمال وقوع أي حدث يكون دائما غير سالب والمسلمة 
الثانية تضمن لنا أن احتمال وقوع الحدث المؤكد 5 يساوى 1 بينما المسلمة الثالثة تخبرنا بأنه 
لأي متتابعة لافائية من الأحداث المتنافية فإن احتمال وقوع حدث على الأقل منهم يساوى 


جموع احتمالاهم 1 


:١ تعريف‎ 


الحدثان 8 , كح من فضاء العيئة 5 لتجربة عشوائية ما يقال أنهما متساويا الفرصة في 
الوقوع '19ع!1! :1[ودانل» لنعنى اهما متساويا الاحتمال أي أن (2)8 - (4)ط 
ويقال كذلك أن الحدثان الأوليات 5 ع «5, )5 متساويا الفرصة في الوقوع لنعنى 
انما معساويا الاحتمال أي أن  2))52((‏ ((,2))5 . 


١١ ؟‎ 


مبادئ الاحتمالات 


نظرية ١‏ : 
احتمال الحدث المستحيل يساوى صفر, أي أن 0 -<(2)0 . 
البرهان : نفرض أن 2 <1 9 © يم , 42-5 


إذن ... و42,]ك تكون متتابعة من الأحداث المنافية وتحقق :4 ل]-8 2 
1-1 
ومن المسلمة الثالئة 
زوف زوف زه 0 
(به)م إح +(يه)م - ربها)م وخ - إنه لا <- رقم 
1-2 1-1 1-1 


(©)2 رح +(8)م - 


12-2 
زوى 
ومن ذلك نحصل على 0 -(2)8 <١‏ وهذا يتحقق فقط إذا كان 0  )48(-‏ . 
1-2 
نظرية ؟ : 


إذا كان رلك, ... ود4, 4 أحداث متنافية فإن 


(ه)<8 -(هم0)م 
البرهان : نفرض أن م <1 "5 © -د يرم 


إذث ... و42 ,إلى متتابعة من الأحداث لمتنافية وتحقق ,4 ل]-,4 ل] .ومن 


المسلمة العالثة 


(:4)م 3 +(,4)م ا -(م)م ا 0 )”زه نا » 


[+مد١‏ 121 |ءآ 1-1 


زيمم 8١‏ - (ه)م 8 + ريم 


1+م دآ 1-1 
وني الحالة الخاصة بوضع 2 -8 في نظرية ( ؟ ) نحصل على 
إذا كان رول , إل حلدثان متنافيان فإن 
(يه)ط + (به)ط - ( يذلا ,4)م 
١١‏ 


الفصل الثالث - #ثلة الاحتمال 


نظرية 7 : 

57 من فضاء العينة 5 فإن  )4(>1‏ . 

البرهان : 

حيع اناالا عدت فإن 'ى ,له تجزيئا لفضاء العيئة 5 ,2 أي أن 
© - 'ذاادى , '4للاغه-ه5 

إذن (له)م + (ه)ط - (عدهلاه)م 

ومن المسلمة الثانية ‏ 1- (2)8 - ('/4لا4) وبالتالي ينتج أن 

1 - (ذ)صط + رمي)م 
ومن المسلمة الأولى وحيث أن 0 <('4) 5 إذنيهج أن 4(>1)م2 
مثال ” : 


في تجربة إلقاء عملة معدنية متزنة مرة واحدة فإن فضاء العيئة ( 151,1 - 5 ويقصد بعملة 
معدنية متزنة أن ظهور وجه العملة الصورة أو الكتابة متساوية الفرصة في الحدوث وهذا يعسنى 
انه عند إلقائها فإن احتمال ظهور وجه العملة الصورة 11 يساوى احتمال ظهور وجه العملة 
الكتابة 51 أي أن ((2)41- ((2)111 وحيث أن (111(,11 أحداث متنافية اتحادها 
هو 8 ٠‏ ومن المسلمات الثانية والثالثة 
١ )1((‏ + ((8) 5 - ((18,1)) م د رقم - 1 
((181))< 2 - ([ه]) م + ((8)) م - 
إذن 
ةد ((1))م د ((11))م 
وإذا كانت العملة المعدنية غير منزنة وبحيث أن احتمال ظهور الصورة 131 ضف احتمسال 
ظهرر الكتابة 1 أي أن ((2))1 2 - ((2))11 وبالتالي 
(1) م + ((8)) < - ((1, 8) )م <(8)م - 1 
 )41((‏ 3 - ([()م + ([()م 2 - 
إذن 
2 


1 
ع 10 )م , -- )م 
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مبادئ الاحتمالاات 


مقال “" : 


في تجربة إلقاء حجر نرد متزن مرة واحدة فإن ([1,2,3,4,5,6) - 5 ويقصد بحجر نرد 
متزن أن عناصر فضاء العينة جميعها متساوية في الاحتمال » أي أن 
((8)16 - ((5))ط -((2))4 -((2))3 -((2))2 -((1))م 

وحيث أن ([1(,)2[,13[,14[,15[,16] أحداث مسافية اتحادها هو 5 إذن 

من المسلمات الثانية والثالثة 

((2<))6+((5))<+((2))4+((3))<+((2))2+((2))1 - (8)م -1 : 
((1))< 6 - 

إذة 2 -((8)41 وبالتالي نحصل على 


00 6 - (8)151 -(8)44(1 -((8)13 حر( [08))2 -((1])م 


مثال © : 


إذا كان احتمال أن يتخر ج أحد الطلاب من الكلية بتقدير امتياز أو جيد جدا يساوى 0.9 
وإذا كان احتمال أن يتخرج هذا الطالب بتقدير جيد جدا يساوى 0.6 فأوجد احتمال أن 
يتخر ج هذا الطالب بتقدير امتياز . 
الخل : 
نفرض الحدث هم هوأن يتخرج الطالب بتقدير امتياز » 

والحدث 183 هو يتخرج الطالب بتقدير جيد جدا , 
إذن 8لا هوالحدث أن يتخرج الطالب بتقدير امتياز أو جيد جدا 

9- (ظلال2")4 , 0.6 -(8)م 
وحيث أن الحدثان 8 , 4, متافيان لأن وقوع أيا منهما يلغى وقوع الآخر فالطالب لا يمكن 
أن يتخرج بتقديرين وبالتالي 
6 + (4)ل - 0.9 جه (8)ط +(ه)2 -(8 لا 4)م 
إذن احتمال أن يتخرج الطالب بتقدير امتياز هو 
3 - (4)م 


الفصل الغالك ‏ دالة الاحتمال 


“#- نظريات أساسية 5(اع01ع15 ن[5ج82 


نظرية 4 : لأي حدث 4 من فضاء العينة 5 فإن 
(ه4)م -1-(4)م 


البرهان : 


الحدشان 'ف , ف متنافان لأن 5 
© ح 'خ4 )لخ ومن المسلمة الثالفة 
لنظرية الاحتمال فإن 
( 'هام +(هام -( '4لاهما)م 
وحيث أن 8-'4لا4 إذن 
('ه)ص« +(ه)م -(5)م 
ومن المسلمة الثانية 1 -(82)5 2 إذن ‏ (47) +(4)< -1 
وبالتالي يج أن (2)4 -1 -(4)م2 
نظرية ه : 
لأي حدثان 8 ,ل من فضاء العينة 5 فإن 
(408)م -ر(هام د( - مام 
البرهان : 
حيث أن الأحداث 
38 , 4-8 
أحداث متافية واتحادها هوالحدث 4 


(4)18)نا(4-85)د م 


إذن من المسلمة الثالثة لنظرية الاحتمال فإن ‏ (2)4/18 +(2)4-8- (4)م 
وبالتالي ينتج أن (2)4)08-(2)4 -(4-8)م 


١ا١5ك‎ 


مبادئ الاحتمالات 


نظرية 5 : 
إذا كان 13 و لم حدثان من فضاء العينة 5 بحيث أن ل4 ج18 فإن 
(4608)< -(ه)م -(8- مام -1 
(ه)< >(8)م -2 


البرهان : 
١‏ - الحدثان 4-1 ,8 مشافيان 
واتحادثما هو 4 وذلك لأن 18-4 
(4-8)ناظ8 دم 
إذن من المسلمة الثالئة لنظرية الاحتمال 
(4-8)م +(8)ط -(4)ط وبالتالي 
(8)م - رهام -(8- مام 
؟ - من المسلمة الأولى لنظرية الاحتمال فإن دالة الاحتمال دالة موجبة . إذن 
0 <(4-8)طرحيث أن (8)-(4)<-([8-ه)ط إذن 0 < (8)ط-(هما)م 


وبالتالي يج أن ([2<)4 >(2)8 . 


نظرية /ا: لأي حدثان 2[ , 4 من فضاء العينة 5 فإن 
(8مه)حم -رزمام عزمام <(8 زامام 


البرهان : 
حيث أن 4-1 ,2 أحداث متنافية 
واتحادها هو 2لا إذن 

(8- مام عرقام 8(2 لاه)م 
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وبالتعويض ينتج أن 
(6818 )2 -(6)م +(ره4)م د( لا ه) م 


١1١ / 


الفصل الثالث - دالة الاحتمال 
تعريف ” : أرجحية الحدث 
تعرف أرجحية حدث ما ل بأها النسبة بين احتمال الحدث 4 واحتمال مكملته 
'ى أي أن أرجحية الحدث هي الدسبة 
(4) -1 : رمعم 


مثال © : 


أوجد الاحتمال 1 لحدث ما إذا علمت أن أرجحية الحدث هي الدسبة :2 . 
الحل : 


حيث أن أرجحية حدث احتماله م هي النسبة ‏ م-1: ما إذن 


2-8 تطم ج 


2 
م-1 


مثال ؟ : 


ظهور الصورة هي النسبة ‏ 2:1 . 
الحل : 
نفرض أن احتمال ظهور الصورة يساوي [ . وحيث أن أرجحية حدث احتماله م هي 
السبة ‏ (م1-8): م وبالتالي 
2 | 
1 


م2-2 - م اج ---- 
1 م 


: 2 
إذن احتمال ظهور الصورة شاري 2+ 


مبادئ الاحتمالاات 


مثال /ا : 


نفرض أن 83 , هر حدثان بحيث أن لد رهممم ا 3 - رمم : 3 - رمم أوجد : 


('8لا'ذه)ط , ('18ه4)م -3 (8للهة) -1 
('ظلاه)م , (408)م -4 (8)م الى (ن'هم)م 2-2 
الحل : 
3- 4 كب 3- (قلهام-(6م +(م)م درهلام)م -1 
5 100000 
--55- 2( )لحرد رم 8 2 
1-11 ته 
0-7 1 (8)ه -1-(:8)م 
5 3- 1د رظناه)م -1 - ('زظناه) )" - ممم 3 
3 _- 1 - (018 )م -1- ( '(ظلام) ) - (لا/ة )م 
ف 5 د رظممم - رم - رهد مام - ر8امم)م 4 
3 1 1 3 
د تاشت و كدت لام داع -('8 
ا ('08 هام حر '8)م +(مام -('8لام)م 
مال بر 


احتمال أن ينجح طالب في مقرر الاحتمالات 3 واحتمال أن ينجح في مقرر الجسير 2 
واحتمال أن ينجح في مقرر منهم على الأقل 4 فما احتمال أن ينجح الطالب في المقررين مع ؟ 
الخل : 

نفرض أن 4 هو الحدث نجاح الطالب في مقرر الاحتمالات » 8 هو الحدث نجاح الطالب 
في مقرر الجبر . إذن 58خ هو الحدث أن ينجح الطالب في مقرر منهم على الأقل 

4 -(18لاخ )5 , 2 -(5)8 , 3-(5)4 والمطلوب هو حساب قيمة (5)4018 


رحيث أن (408)<-(2)8 +(ه)<2 -(ظلاه)ط ‏ إذن 
كد - 4 2 +ش د (نلاهم)م -(ق)م +(ه)م در8م مم 


1.18 


الفصل الثالث ‏ دالة الاحتمال 


مثال 9 : 


نفرض 4,8 حدثان بحيث أن 8 حت 4 وكان 28-(28 , 4(2-0.6)م2 


فأوجد ما يأ : 
(8لاله)م , (408)ل -3  )80‏ , هط -1 
('14١ظ8)م‏ -4 (4-8)< 2-2 
الل : 
أ- 4- 0.6 -1 - (4م)م -1-('4 )م 


2 - 0.8 -1 - (8)< -1-(8)م 
؟-حيثأن 28 إذن 8 - 85زاى , ه - 4١8‏ وبالتالي ينتج أن 
8 -[(2)8 -(8لاه)طم , 0.6 -(ه)صط -(408)م 
*- حيثأن 8 حل إذن 8-46- يي وبلتالي ‏ 0- (4-8)م 
4 - 0.8-0.6-0.2-(خ)ط - (2)8 - (8 )صم - (8)م - ('مم8 )م 

ملاحظة : 
نظرية 7 ) تعطينا صيغة لحساب احتمال وقوع حدث واحد على الأقل من حدثان رم 
أي لحساب (188ل2)41 ويمكن الاستفادة من ذلك في الحصول على صيغة لحساب احتمال 


وقوع حدث واحد على الأقل من ثلاثة أحداث © , 8 , ل كما هو موضح في المثال الآ : 
مثال ٠5أ:‏ 


لأي ثلانة أحداث © , 8 , د أثبت أن 
(058 هام -(ع)ص< +(قام +(ه)م دك زا 8 ل م4)م 
(408006ام جلك م ماص -رع م هام - 
١ 27‏ 
نفرض أن :6لا ح ‏ , إذن 
(1) (01 هام - زعام + (ما)م - زناه )م ع (©لاظ8 لاهام 
وحيث أن (©806)م -(©)ط +(8)ط - (©لا8)م -(8)م ومن قانون التوزيع 
(©01خ)لا(85لله) - (©لا8)لاه -1لا4 
إذن (©08016/ه)ط - (©(لم)ط + رظالى)ط - ((©ه)ل(8الح))2 ع )م 
وبالتعويض عن (4)]11)م2 , (2)8 في المعادلة ( 1 ) ينتج المطلوب . 
ل 


مبادئ الاحتمالات 


وبالمئل بمكن الحصول على صيغة لحساب احتمال وقوع حدث واحد على الأقل من أربعسة 
أحداث وى , رى , رى , رى أي حساب ( 4,0[ | 43لا يذ لا 2)47 وتكون بالصورة 


رية)١‏ + ريذة)]1 + ريذ)" + ربف)]8 در به لا به لا به لا بآ 
(يذا) به)2- (يذا) بخ)<- ( بذا) ,ب4)م- 
(يخااية)- (يذلاية)- (يذااية)<- 
(يذاابية1)بة)ط +( يذا) ي4[) ب4)] + 
(يذاابها )ا بيذف)2 +زبيذا) بها ] ب4)طم + 
(يةا) يه[ ) يها ) )2 - 
أي في الصورة 
4 4 
(رهمره) م 8 -(نم)م 2 - [ هن ا" 


1>1> 54 


إنه لم |" لمم م 00 
4> عا > [>1>1 
وبوجه عام لحساب احتمال وقوع واحد على الأقل من الأحداث ذف , 5 ووذررم 
أي لحساب نه ل 1 نوجد أولا جميع التقاطعات الممكنة لأحداث من 
1 
مذ ... ودج4ورة ونحسب احتمال كل منها , وبعد ذلك نضيف احتمالات التقاطعات 
التي تتكون من عدد فردى من الأحداث ونطرح منها احتمالات التقاطعات التي تتكون ممن 


عدد زوجي من الأحداث , أي أن 


(ردمه) م ص -(ره)م ير - | 100 


> >لء1 


1 الع زط : 


1> >> > 


وتعرف هذه العلاقة بقاعدة التضمين والاستضاء ع1[مل10دم 5108نلعء<ء - روزأوبااءعمز 


١؟١‎ 


الفصل الغالث - دالة الاحتمال 


:١١ مثال‎ 


في أحد المدن يصدر ثلاث جرائد يومية 4,8,6 . تم اختيار شخص بطريقة عشوالية 
فإذا كان احتمال أن هذا الشخص يقرأ الجريدة 4 يساوى 0.45 واحتمال أنه يقرأ الجريدة 
8 يساوى 0.4 واحتمال أنه يقرأ الجريدة ') يساوى 0.33 واحتمال أنه يقرأ كل من 83 , 4 
يساوى 0.3 واحتمال أنه يقرأ كل من © , 4 يساوى 0.28 واحتمال أنه يقرأ كل من 
© , 8 يساوى 0.25 واحتمال أنه يقرأ الجرائد الغلاث يساوى 0.14 أوجد احتمال أن 
هذا الشخص لا يقرأ أيا من الجرائد الثلاث . 
الحل : 
نفرض الحدث م هوأن الشخص الذي تم اختياره يقرأ الجريدة 4م 

والحدث 8 هو أن الشخص الذي تم اختياره يقرأ الجريدة 13 

والحدث ') هو أن الشخص الذي تم اختياره يقرأ الجريدة 6 
إذن 

3 - (2)00 00و 4 - (85)ط 5 5 - رخ)ط 


5 - (2)1810 7 8 - (2)4[10م2 5 3 - (4)18)بم2 
4 - 0856م )م 


والحدث اختيار شخص لا يقرأ أي من الجرائد الثلاث هو ( ©ل)8لا4) واحتماله يكون 


(عناقلاه)م -1- (رعلاظناه) م 
وحيث أن 
(08 مام -ر(ع)ط« برظام +(هما)م د( نا ظ لا 4)م 
(0806ه)م +(ء م مام درك م هام - 
إذن 
4 + 0.25 - 0.28 - 0.3 - 0.33 + 0.4 + 0.45 - ( © لا 8 لا ى)م 
9 - 


وبالعالي فإن احتمال أن هذا الشخص الذي تم اخنياره لا يقرأ أيا من الجرائد الغلاث يكون 


1- 0.49 -1- ((©/ا8لاه)) م 


حل 


مبادئ الاحتمالات 


:١* مثال‎ 


نفرض مجموعة الأحداث إلى , وله ,ور , إل من فطضاء عينة © لتجربة عشوائية ما 
بكيث أن 
: 4> عا >1 "٠ط‏ !ع 25 + ريخ)اط 


, 4>ز >1>1 9 (زة4)< - رزرهااره)م 


ثب 4>ط>ز>1>1 9 (نره)5 د ريرة )رة١):4)م‏ 


رهام 8 ز(وةااوة1١)14)‏ به)م 


أوجد احتمال عدم وقوع ,له لكل 4> 1 >1 
الحل : 
000 4 7 
المطلرب هو (40 [) )2 وحيث أن 
1 يكزا 


٠9 1> >4‏ إغ 25 د ينام 


إذن 
2 1 
ب. كح زرم)م , تعد رمم 
32 ليه 32 زيم 
24 6 
2ع زم)م . -- زيمم 
3 (يى) 7 (يه) 
وحيث أن 
4 >1>1 9 (ز4). - (ر04ر4)م 
إذن 


1 1 
0 )3 [ذ ) 9 20 1[ه) 


2 2 
بدت ه|)١4)م‏ سدم 
00 )4 : ( 00 


زوهةااية)م 


1 
د (ي04 يهام 1 حك زيت يفقم 


يفل 


الفصل العالث ‏ دالة الاحتمال 


وحيث أن 
4> 1>[ز>1>1 7 9 (ن4)< - رزيرة [ارهةااره)م 
إذن 
- (يهااي4اا ره )م , ل - زوه ايه يهم 
32 32 
ىد مدويحويم)م ,2 ظط- (يذايدميمم 


- ريمح - (يخاايهم يخم يم)م 


ومن قاعدة التضمين والاستشاء فإن 


(رعميه) م ع -زيمام تر- زحمن ٠»‏ 


1214 1-1 
4 
اه | - (مموردميم مع 4 
1 4> عا > >1 >1 
6 +2 +2 +1+1+1 4 +6 +2 +1 
32 32 0 
1 5 12 
32 32 
4 _ 
0002 


ومن قانون ديبمورجان 


| 
سر 
١‏ 
ته 
#- 
7 
حر 
ب 
بي 


١؟‎ + 


مبادئ الاحتمالالات 


2 - قكضاء الآحة ع503 ١117‏ أطوطممط 


يمكن النظر إلى الاحتمال على انه دالة 12 مجالهها هو مجموعة جميع الأحداث الممكنة من 
فضاء العينة 5 للتجربة العشوائية ( مجموعة القوى (0)5 ) ومداها هو الفترة [0,1] 
أي أن [0,1] جه (8)م :م وبالتالي فإنه لكل حدث 4 في مجال الدالة يتعين 
عدد م في مدى الدالة [0,1] جم وهذالعدديرافقالحدث 4 ببحيث 
أن م -(8)4 ء وفضاء العينة 8 مع دالة الاحتمال 8 يكونان معاً ما يسمى بفضاء 
الاحتمال ويُرمز له بالزوج المرتب (8,28) . والموضوع الذي يهمنا الآن هو كيفية حساب 
العدد م الذي يرافق الحدث 4 والذي ي عبر عن احتمال الحدث لم . ويث أن أي 
حدث 4 هو مجموعة جزئية من فضاء العيئنة 9 وبالتالي فهو عبارة عن عدد من الأحداث 
الأولية .و حيث 8 جح 8 أي أنالحدث 4 هواتحاد الأحداث الأولية ,8 المككونة 
له وهى أحداث متنافية ووفتًا للمسلمة الثالنة لنظرية الاحتمال فإن احتمال الحدث 4 هو 
عبارة عن مجموع الأعداد التي ترافق الأحداث الأولية ,8 المكونة للحدث 4 . وسمسوف 
نوضح الآن كيفية تحديد هذه الأعداد التي ترافق الأحداث الأولية ,5 في فضاء العينسة 8 
وبالتالي هذا سوف يمكننا من حساب احتمال أي حدث من فضاء العينة . 


ع502- 202211149 11116 


إذا كان فضاء العينة 5 فضاء منتهى , مثلا ( يرة, ... ,8-4858 فإنه يمككن 
في كل مسألة وفقا لظروفها أن نحصل على فضاء احتمال منتهى عن طريق تخصيص عدد 
حقيقي ,م لكل حدث أولى 5 ج :5 وهذا العدد الحقيقي يسمى احتمال 6 أي أن 
ذم -(5:1))] 

وهذه الأعداد تحقق الخواص الآتية : 
١‏ جميع الأعداد ,م غبر سالبة , أي أن 

مه> 0>1 ا , 0< بص 
"؟ - مجموع الأعداد 2 يساوى الواحد الصحيح , أي أن 


إلا 
1- نرم 
1-1 


ويكون الاحتمال (2)4 للحدث 4 هو مجموع احتمالات العناصر التي تنتمي إلى 4 . 


١ ه؟‎ 


الفصا الغالثك - دالة الاحتمال 

مال لاا 

نفرض أن فضاء العيئة 5 لتجربة عشوائية ما هو فضاء منتهى ‏ ( 8,5,6.0) -<8 
وضح أياً من الدوال الآنية تُعرفب دالة احتمال على فضاء العيئة 8 . 


1 1 1 1 

- (04)ثم2 32 -ح رط)م -<(8) 2 -1 

َ )00 00 رآ 0 )م 0 )83 

1 1 -1 1 

<-(04)م خ- ةف 2<(ط)ط! 0 م,ى خدره)مط 2-2 

3 )0 37 ()]1 1 )م 3 )03 

1 1 1 

0-7" , دم , 0-زممم , 2درهم)مط -3 

1 1 1 5 

اللداتك 1 السشتاحح لاه الاح - 4 

12 )00( 18 (ع)م : م (ط)آ 00 )مآ 
الحل : 
-١‏ حيث أن مجموع قيم الدالة على عناصر فضاء العيئة أكبر من 1 

77 1 1 1 1 
ال ل ا الك رقن ك1 ترف 1 1213011119 


إذن هذه الدالة لا تعرف دالة احتمال على فضاء العينة 8 . 
: 1- 2 : : 
؟ - حيث أن ددن أي أن (2.2)6 عده مالب . إذن هذه الدالة لا تعرف 


دالة احتمال على فضاء العينة 8 . 
- حيث أن قيم الدالة على عناصر فضاء العينة جميعها غير سالبة ومجموع هذه القيم 
يساوى 1 
1[ 1 


[ - ++ د روم +(ع)2 درط)م درو)طآ 


إذن هذه الدالة تعرف دالة احتمال على فضاء العيئة 8 . 
4 - حيث أن قيم الدالة على عناصر فضاء العينة جميعها غير س البة ومجموع هذه القيم 
يساوى 1 
5-5 1 +1 


1 
 -[1‏ امي ب بي - ()لرم2 م )م2 م7 
ل (2)0 جدرء)2 + رط)2 +(2) 


إذن هذه الدالة تعرف دالة احتمال على فضاء العينة 8 . 


١5 


مبادئ الاحتمالات 


شال :١8‏ 
يتسابق ثلاثة أشخاص ©) ,8 , 4 في سباق . فإذا كان احتمال فوز 4 هو ضعف احتمال 
فوز 1 واحتمال فوز 8 هو ضعف احتمال فوز © فأوجد 
١-احتمال‏ فوز كل شخص من الأشخاص الثلاثة . 
؟ -احتمال فوز 1 أو 6 . 
- احتمال عدم فوز . 
الخل : 
١‏ -نفرض أن 1 -(2)60 وحيث أن احتمال فوز 8 هو ضعف احتمال فوز © , إذن 
21 - (2)6 2 - (8)م 
وحيث أن احتمال فوز 44 هو ضعف احتمال فوز 73 , إذن 
41 - (غ21 )2 -(2)8 2 - (4)م 
ومن المسلمة الثانية لنظرية الاحتمال نعلم أن مجموع الاحتمالات يساوى ١‏ » إذن 
1-عز7 جه 1ع ع4 +عز2 +ع جه 1-(2)60+(2)8 +(4)م 
طعي جه 
7 


إذن 


دع - (5)0 0 ل 3-غه - رمام 


سافب 


؟ - احتمال فوز 13 أو © هو ( [2)413,6 ومن التعريف فإن 
3د جد دنم برهم در رعرهم 


ب الحدث عدم فوز ك4 هو الحدث فوز 8 أو © إذن المطلوب هو ( [2)18,6 
3- رعق )م ويمكن أيضاً حساب احتمال عدم فوز لم بإيجاد (2)4 


3 4 
دح 1ح و(هم)ش -1- “ذخام 
7 7 0 0 


١ / 


الفصم النالث - دالة الاحتمال 
مثنال ه١:‏ 
ف أحد المستشفيات وجد أن عدد المرضى في أحد الأيام والذين يترددون على عيادة الأسنان 
ثلاثة أمثال الذين يترددون على عيادة الباطنة وضعف الذين يترددون علسى عيادة الأنف 
والأذن والحنجرة وعشرة أمفال الذين يترددون على عيادة مرضى السكر . تم اخيار أحد 
المرضى في هذا اليوم بطريقة عشوائية وبفرض أن أيا من المرضى في هذا اليوم يذهب إلى عيادة 
واحدة فقط من هذه العيادات الأربعة . أوجد احتمال أن يكون هذا الشخص جاء إلى عيادة 
الأسنان . أوجد كذلك احتمال أن هذا الشخص جاء إلى أي من العيادات الأخرى . 
الحل : نفرض 4 هو الحدث أن المريض الذي تم اختياره عشوائياً جاء إلى عيادة الأمنان » 1 
هر الخونف انه جاء إلى عيادة الباطنة » © هو الحدث انه جاء إلى عيادة الأنف والأذن 
والحنجرة وأن 1 هو الحدث انه جاء إلى عيادة مرضى السكر . إذن 

(102)0-<(22)0 د در2)8 3 د دره4)مآ 
وحيث أن 1 - (2)2 +(2)6 +(2)8 +(2)4 إذن 


30 1 1 1 
- (ه)م 1[- رذ)م +ر(ذ)م --+ر(ه)م - + رم)طمآ 
4ض د (2)8-- +(5)8 - +(8)< ب +(4) 

10 15 3 

بالتا د د (0ه)م , 22در0)" , كدرق8 
وبالتالي 2 ين 


مثال :١5‏ 
تقدم ثلاثة أشخاص لشغل وظيفة واحدة ني أحد الشركات فإذا كانت فرصة الشخص الغان 
للفوز بالوظيفة اكبر من فرصة الأول بدسبة 2090 وأقل من فرصة الفالث بمقدار 109/0 

أوجد احتمال الفوز لكل من الأشخاص الثلاثة علما بأنه سيتم اختيار شخص منهم للوظيفة . 
الحل : نفرض 4م هو الحدث أن الشخص الأول يفوز بالوظيفة . 8 هوالحدث أن 
الشخص الكان يفوز بالوظيفة وأن © هو الحدث أن الشخص الثالث يفوز بالوظيفة . إذن 
01 +(2)8- (©)2 , 0.2 - (2)8 - (ى) 7 ج0,1-(5)0 -0.2+ 4< دز8)م 
وحيث أن 1 ع  2)6©(‏ +(2)8 +(4)م إذن 


- رم + 1 -(32)8 جه 1- 0.1+(2)8 +(2)8 + 0,22 - (2)8 
14 11 5 11 
بالتا داك الك 00 ااا الت كت 0 لست 000 

وبالتاني م -60) 30 6 ) 


١58 


مبادئ الاحتماللات 


2 -" : فضاء الاح 


أععمم5 اتلتطقطوعءط عأغزمزا1 عالطقطام::ستيانيك 


في بعض الأحيان توجد خواص طبيعية لتجربة عشوائية ما بحيث أن هذه الخواص 
توحي بأن الأحداث الأولية المكونة لفضاء العيئة للتجربة تكون جميعها متساوية الفرصة في 
الحدوث وبالتالي لها نفس الاحتمال ولمثل هذه التجارب فإن فضاء الاحتمال المنتهى يسمى 
بفضاء الاحتمال المنتهى المنتظم وصفة الانتظام هنا تعنى أن جميع عناصر فضاء العينة معساوية 
في احتمال حدوثها . 
نظرية 8 : 
إذا كان فضاء العينة 5 لتجربة عشوائية مايحتوي على 1 من الأحداث الأولية 


1 01 6 3 1 
المتساوية في الاحتمال فإن امال أي حدث أولى يساوي ل 
ب ب 9 


البرهان : 
نفرض أن فضاء العيئة ( مو, ... و5-1451552 حيث جميع العناصر :5 متساوية 


الفرصة في الحدوث وبالتالي لها نفس الاحتمال , أي أن 
((م5])" ع  ...‏ > ([يزئ)). - ([يوئ))] 
وحيث أن [(نى5) ... [52], []5) أحداث متافية اتحادها هو 5 , إذن باستخدام 
المسلمة الثانية والنالنة لنظرية الاحتمال 
للا إل 
((ر5) مم د (()م 5 - نا |«-(5)-؛ 
1< 1د 


إذن لط - ((25)51 وبالتالي نحصل على 


11 
1 
>1> 9 20000 
ع 20 ع ع 1 
أي أن امال أي حدث أولى يساوي ل 
: 5 


وفي فضاء الاحتمال المنتهى المنتظم إذا كان جر حدث ما عدد عناصره (2)4 فإن النظرية 
الآتية تقدم لنا صيغة لحساب احتمال الحدث لم . 


1١8 


1 لفصم الغالث - دالة الاحتمال 


نظرية 9 : 
إذا كان فضاء العينة 59 لتجربة عشوائية ما يحتوي على 2 من الأحداث الأولية المنساوية في 
الاحتمال وكان لم حدث من 5 عدد عناصره (( 72)4 فإن احتمال الحدث م يكون 
هام 

1 


-(4)م 


البرهات : 
نفرض أن فضاء العية ( م8ه, ... و 5-4552 حيث جميع العناصر :8 متسساوية 


الفرصة في الحدوث , إذن من النظرية السابقة ‏ 8 >1>1 ٠‏ - 07م . 


نفرض الحدث ١‏ زكوامءء او بكو 5 ]- لم 


لخام 


حيث (4)م>[>1 "اط 5ع بو وبالتاليى (4)مص>ز>1 ٠9‏ 12م 
0 5 11 0 


وحيث أن 5 [5]: ١‏ :8 أحداث متنافية اتحادها هو هم إذن باستخدام 
لهام ٠. ١‏ 


المسلمة الثالثة لنظرية الاحتمال 


مام رهام 
3 وى) «عايمم د لز )م رةه -]| ١ن‏ لا اه (ها)م 
21 1دز 


وبالتالي نحصل على 1 - ر4)م 
إذن النظرية السابقة تخبرنا أنه في فضاء الاحتمال النتهى المنتظم إذا كان لم حدث ما 
عدد عناصره (2)4 فإناحتمال الحدث 4 يكون 


عدد عناصم الود 
د عناصر ث م - (ى) م 
عدد عناصر فضاء العينة 58 


وبصورة أخرى : 


عدد طرق وقوع فضاء العينة 8 


1١ 


مبادئ الاحتمالاات 


وهذه الصيغة للاحتمال لا تستخدم إلا في حالة فضاء العينة المنتهى المنتظم , وتاريخيا فإن هذه 
الصيغة للاحتمال كانت تستخدم كتعريف للاحتمال وذلك حتى تم إدخال التعريف الرياضي 
للاحتمال باستخدام المسلمات بواسطة العالى 1901721080107 . 2 . ل في عام 1933 
وهذه الصيغة تعرف الآن بالتعريف الكلاسيكي للاحتمال كما سبق وأوضحنا في الببد الأول 
من هذا الفصل وسوف نستخدم التعبير " بطريقة عشوائية " فقط في حالة فضاء العينة المنتظم 
فمثلا العبارة " اختيار نقطة بطريقة عشوائية من 89 أو سحب عنصر بطريقة عشوائية من 8 " 
تعنى أن 5 فضاء عينة منتظم أي أن جميع عناصر 58 متساوية في احتمال حدوثها . 
مثال ١7‏ : 
في تجربة إلقاء حجر نرد متزن مرة واحدة فإن (1,2,3,4,5,6) - 58 وإذا كان لم هو 
الحدث ظهور عدد زوجي فإن 

1-4 -د(4)م جه [2,4,6 - م 
وإذا كان 12 هوالحدث ظهور عدد يقبل القسمة على 3 فإن 
2-4 درق)م جب [(3,6 -8 


مثال م١‏ : 


في تجربة سحب ورقة بطريقة عشوائية من أوراق اللعب " أوراق كوتشينة " إذا كان كر هو 
الحدث ظهور صورة ولد فإن !د ّ - رمم وذلك لان عدد أوراق الكوتشينة 
يساوى 52 ورقة وعدد الأوراق التي تحمل صورة ولد يساوى 4 أوراق وإذا كان 1 هو 
الحدث ظهور عدد زوجي فإن 8 يعنى ظهور عدد من مجموعة الأعداد (2:4:6:8:10) 
. : 0 20 

وحيث أن كل عدد يوجد في الكوتشيئة في أربعة أوراق ١‏ إذن - (8) م 
مشال :١9‏ 

في تجربة سحب كرة من صندوق يحتوى على 3 كرات بيضاء , 5 كرات حمراء » 4 كرات 
سوداء فإن عدد عناصر فضاء العينة يساوى 12 وهو عدد الكرات في المندوق فإذا كان 


عو الكننة نحي كرة يضاد أفإن د رهم وإذا كان 5 أهر الخدث :بحب 


كرة حمراء فإن 3 ع (2)8. 


١ 


الفصا العالث - دالة الاحتمال 

:”٠ مثال‎ 

في تجربة إلقاء قطعة نقود ثلاث مرات على التوالي أوجد 

. احتمال ظهور الصورة مرتين فقط‎ - ١ 

؟ - احتمال ظهور الصورة مرة واحدة على الأقل . 

احتمال ظهور الصورة مرة واحدة على الأكثر . 

4 - احتمال ظهور الصورة مرتين على الأكثر . 

ه - احتمال عدم ظهور الصورة . 

الحل : 

في تجربة إلقاء قطعة نقود ثلاث مرات على التوالي فإن فضاء العية 5 يكون 
( 111153111 1111, 11111 ,1111 ,11111 ,11111 ,82811 )ده 

وعدد عناصره يساوى 8 . 

١‏ - نفرض الحدث | ظهور الصورة مرتين فقط . إذن 


ٍ- (به)م , 11111111111111 - بن 


؟ - نفرض الحدث ج42 ظهور الصورة مرة واحدة على الأقل . إذن 


7 - ريام ةو 8121282111111111111:11111.1111,1111]) - ره 


* - نفرض الحدث و4 ظهور الصورة مرة واحدة على الأكثر , إذن 


4 
د-- د (ية)”« ‏ ى (111,1111,17111,511)- ين 


4 - نفرض الحدث 44 ظهور الصورة مرتين على الأكثر , إذن 
5- رمم و (11811,111111111,111111111,1111.111) د بذ 
ن - نفرض الحدث ع4 عدم ظهور الصورة » إذن 
1 
ري 9 11151 ع وه 


١ 


مبادئ الاحتمالاات 


مثال ١؟:‏ 
في تجربة إلقاء قطعة نقود معدنية 4 مرات على التوالي لملاحظة ظهور الصورة , إذا كان 
الحدث إلى هو ظهور الصورة 1 من المرات حيث ‏ 0>1>4 
١-أوجد‏ (ب7)4 لكل 0>1>4 
؟ - إذا كان فضاء العينة '5 للتجربة هو عدد مرات ظهور الصورة فهل (5',17) عشفل 
فضاء احتمال ؟ 
الخل : 
في تجربة إلقاء قطعة نقود معدنية 4 مرات على التوالي فإن فضاء العيئة 8 يكون 
11111111111 1111111,111111,1111111,111111,1111111,111111 ) دو 
(11111,111111,1111111111,1111, 111111111111111 
الأحداث إلى حيث 0>1>4 تكون 
(1111 )دوه 
( 11111,11111, 81111,11111 )درم 
( 11311 1, 111111 111111,111111,111111,111111 ) ديم 
( 1111111,1111111,1111111,1111111 )عدوم 
18111111 ) دبوه 
١‏ -الاحتمالات (:2)4 تكون كالآي : 


- إذا كان فضاء العينة /8 للتجربة هو عدد مرات ظهور الصورة فإن (140,1,2,3,4-/8 
حيث الحدث الأولي ظهور ف يعنى الحدث رب وبالتالي (2)1-(ب4) لكل 0>1>4 
وحي ث أن 0<( 2)4 لكل 0>1>4 وكذلك 

14 64 1 


للك 
16 16 16 16 16 


إذن (8',2) يمثل فضاء احتمال . 


رضن 


الفصا الثالث ‏ دالة الاحتمال 

مغال؟؟ : في تجربة إلقاء حجري نرد متزنين ومتميزين أوجد : 

. 10 احتمال أن يكون مجموع ما يظهر على الوجهين يساوي‎ - ١ 

؟ - احتمال أن يكون مجموع ما يظهر على الوجهين أكبر من 9 . 

* - احتمال أن يكون مجموع ما يظهر على الوجهين أكبر من 2 . 

- احتمال ظهور الرقم 3 . 

وفى حالة ما إذا كان حجري النرد متزنين ومتمائلين هل سيكون هناك اختلاف عند حساب 
الاحتمالات السابقة ؟ 

الحل : في تجربة إلقاء حجري نرد متزنين ومتميزين فإن فضاء العينسة يحتوى على 36 عنصر 

كما موضح بالجدول وجمنيعها متساوية الاحتمال 

1 2 | 3 4 5 6 


(3,6) 
(4,6) | (4,5) | (4,4 
١‏ 5,0) | (5,5) | (4, 3 
| 6,6) | (6,5) | (6,4) 
١‏ - نفرض أن ل هوالحدث مجموع ما يظهر على الوجهين يساوي 10 . إذن 
( (1)4,6(,)5,5(,)6,4 2م 
ل - شك - (4)م جد 36- م اىو 3-(2)4 
؟ - نفرض أن 8 هو الحدث مجموع ما يظهر على الوجهين أكبر من 9 
ك2 - 
!يك - رهم + إزة,») 6,4) (6,6) (6,6) (5,5) (4,6) - 8 
*# - نفرض أن © هو الحدث مجموع ما يظهر على الوجهين أكبر من 2 


ةع ل دوت ْ ٍ- 
3 - 2ط -1-(0)م + ((0,1) - © 
4 - نفرض الحدث 17 ظهور الرقم 3 » إذن 

[(3:6)و(3:5) و(3:2(,)3:4) و(1و3) و(6,3) و(5:3) و(3و4) و(1,3(,)2,3(,)3:3)) ح (جآ 


6 
> ه 
- د 
١35 - >.‏ 
0 - 
.و يدا 
30 - 
> - 
برا رم| يما| 4 اير | ح<ن 
مم -0 2 
| هد | فقه| | #د 
- حوييا 
ات 
د 
ا 
بي 
سد 
كا كد 7 
مسر 
ى خا ذا 
قفدت اك 
متم | مسسمر 
| يم دم 
اماي 
مسرا 
ا بوذا 
55 


- رمام 


١5 


مبادئ الاحتمالات 


وفى حالة ما إذا كان حجري النرد متمائلين فإنه لن يكون هناك معنى للقول أن العدد ظهر من 
الحجر الأول أو ظهر من الحجر الثاني فمثلا ظهور العدديين 5 , 2 نعبر عنه بزوج واحد أما 
(2,5) أو (5,2) وليس كليهما وذلك لان حجري النرد متمائلين وبالعالي فإن فضاء 
العينة يحتوى على 21 عنصر فقط كما موضح بالجدول وجتميعها متساوية الاحتمال 


1 2 3 4 5 6 
1-4011 


2 ١ )2,1( 6,2 
3 ))3,121 0,2 6,3] 
24 ١ (لر4)‎ | )4,2( | )4,3( | )4,4( 

5 | )5,1( | )5,2( | )5,3( | )5,4( | )5,5( 
6 


6 )6,2( | )6,3( ١ )6,4 | 65 150 


إذن الاحتمالات السابقة تصبح كالآي : 


-١‏ الحدث 4 مجموع ما يظهر على الوجهين في الرميتين يساوي 10 يصبح 
لش د رهم)م ه [(5,5(,)6,4)) - لم 


١‏ - الحدث 8 مجموع ما يظهر على الوجهين في الرميتين أكبر من 9 يصبح 
لك - ره)م +( (6,5) (6,4) (6,6) (5,5)) - 8 


# - الحدث © مجموع ما يظهر على الوجهين في الرميتين أكبر من 2 يصبح 
١: 5 1 2‏ 5 
لك لط - 1د (6)م جه (1,) - 6 
-الحدث 1 ظهور الرقم 3 يصبح 
- 0م ج ((3,2) و(3,3(,)4,3(,)5,3(,)6,3(,)3,1)) - 8 


١" 


| لفصا الغالث - دالة الاحتمال 


مشال "” : 


نفرض مجموعة الأعداد الطبيعية ( 100, ... ,41,253 فإذا تم اختيار عدد بطريقة 
عشوائية من هذه المجموعة فأوجد 
١‏ - احتمال أن العدد يقبل القسمة على 3 . 
؟ - احتمال أن العدد يقبل القسمة على 5 . 
"ا - احتمال أن العدد يقبل القسمة على 3 أو 5 . 
- احتمال أن العدد لا يقبل القسمة على 15 . 
الحل : فضاء العينة ([100, ... ,1,2,3) - 8 وعدد عناصره 8-100 
١‏ - نفرض الخدت ه أن العدد يقبل القسمة على 3: إذن 233:7 14 : 3 ) عدم 
وعدد عناصر الحدث 4 هو 33 -(0)4 . وبالتالي 
3 هام 
100 
؟ - نفرض الحدث 8 أن العدد يقبل القسمة على 5 , إذن ( 20 ك2 > 1 : 500 ) - 8 
وعدد عناصر الحدث 13 هو 20 - (2)8 . وبالتالي 
م 6 ركاه 
“ا - الحدث أن العدد يقبل القسمة على 3 أو 5 هوالحدث 1لا وعدد عناصره 
(08 كام -(8)م +زهمام <(8 نا هاه 
وحيث أن الحدث 18 [] 4 هو الحدث أن يكون العدد يقبل القسمة على 3 و 5 معا 


- 3 


د (4)م 


- (18)م2 


أي يقبل القسمة على 15 إذد 
6 -ت(18ا)ف)س جه [(1>2156 :ص.15) - 8[]ام4 
7 - 20-6 +33 - (ظلاه)م جه 


وبالعالي فإن احتمال الحدثت 8 [] م يكون 7 - كك - زقلاه)م 


4 - الحدث أن العدد لا يقبل القسمة على 15 هو ( 113) 4 ) » إذن 


ع قم ات 0 
04 0 1-(1-2)48-( 4018م 


عن 


مبادئ الاحتمالاات 


أختير عدد عشوائيا من مجموعة الأعداد ( 999 , ... و1019 ,4100. 
١‏ - أوجد احتمال أن هذا العدد يحتوى على الرقم 1 مرة واحدة على الأقل . 
؟ - أوجد احتمال أن هذا العدد يحتوى على الرقم 3 همرتين بالضبط . 
الخحل : 
قطان الفنة 5 يكون 

0 ح- (2)5 , (999, ... ,5-4100,101 
١‏ نفرض الحدث حر أن العدد الذي تم اختياره عشوائيا يحتوى على الرقم 1 مرة واحدة 
على الأقل , أي أن الرقم 1 يظهر مرة واحدة على الأقل في خانة الآحاد أو العشسرات أو 
المئات . إذن (/2)4 -1-(4). حيث 'لى هو مكملة الحدث 4 وهو يمثل عدم 
ظهور الرقم 1 ف أيا من خانات الآحاد أو العشرات أو المئات . وحيث أنه من مجموعة الأرقلم 
9 .0,1 وعددها عشرة فإن عدم ظهور الرقم 1 في خانة الآحاد يعم بطرق عددها 9 
وعدم ظهور الرقم 1 في خانة العشرات يتم بطرق عددها 9 وعدم ظهور الرقم 1 في خانة 
المئات يتم بطرق عددها 8 فقط لأننا نستبعد الرقم 0 أيضا حيث أن مجموعة الأعداد التي 
نختار منها تبدأ من 100 . إذن عدد طرق وقوع الحدث 'ى4 يكون 9 وبالعالي 


809 02 


- ('4)م . إذن 


8 - 0.72 -1 - (م)م 


؟ - نفرض الحدث 13 أن العدد الذي تم اختياره عشوائيا يمتوى عللى الرقم 3 مرتين 
بالضبط , أي أن الحدث 8 يشمل أعداد على الصورة ‏ 833 , 3«3 , «33 يث 
الرقم ا في خانة الآحاد أو العشرات بمكن أن يكون أي رقم من 0 إلى 9 ما عدا الرقم 3 
ويم ذلك بطرق عددها 9 بينما الرقم * ف خانة المئات بمكن أن يكون أي رقم من 0 إلى 9 
ما عدا 0 أو 3 ويتم ذلك بطرق عددها 8 . ووفقا لقاعدة الجمع فإن عدد عناصر الحدث 18 
يكرن 26 ع 8 + 9+ 9- (0)8 وبالتالي فإن 


و 26 - (8)م2 
900 


يضن 


الفصا الثالث ‏ دالة الاحتمال 


مشثال ©؟ : 


اختير عدد بطريقة عشوائية من مجموعة الأعداد ([63, ... 1,2,3 أوجد احتمسال 
أن هذا العدد مع العدد 63 يكونا عدديين أوليين بالسبة إلى بعضهما . 
الحل : 
نعلم أن العدديين يقال انهما أوليين بالنسبة إلى بعضهما إذا كان القاسم المشترك الموجب هما 
هو 1 فقط . وحيث أن قواسم العدد 63 هي 21 , 9 ,7 , 3 والقواسم المختلفة هما 7 , 3 
لذلك نفرض الحدث ه أن العدد يقبل القسمة على 3 وبالتالي 

(1]>:2>21 : «رة)-م4 
وعدد عناصر الحدث 4 هر 21 - (2)4 . إذن 2 لشله ريم ونفرض 


الحدث 8 أن العدد يقبل القسمة على 7 , وبالتالي ( 9 15125 : 8-1713 وعدد 
عناصر الحدث 8 هو 9-(2)8 .إذن 300 (8عم_ روم وحيث أنالحدث 
63 1 


8خ هو أن العدد يقبل القسمة على أيا من قواسم 63 على الأقل. إذن الحدث أن 
العدد يكون أولي بالنسبة إلى 63 هو (4)[8 ) ويك ون المطلوب هو حسساب 
“85 لاه )م . الحدث أن العدده يقبل القسمة على 3 أو7 هو 
الحدث 28[|خ وعدد عناصره 
(018 خام -( قم +ره4ام <(8 لا خاد 

وحيث أن الحدث 8[) , هو أن يكون العدد يقبل القسمة على 3 و 7 معا . أي يقبل 
القسمة على 21 إذن 

3 -(8[)خ)س جه (3>س>آ :س21) - 18ام 
7 > 21+9-3 - (018خ)مه -زظاس+زمام -زظلاهام ج 

إذن - رظاناه)م وبالتالي نحصل على المطلوب 
36 _27 


3ع 22 -]ع رظلاهة)م -1- '(8 
0 رظلاهة)م رظلاهة)م 


١74 


مبادئ الاحتمالاات 


مثال 76 : في مجموعة تتكون من 75 طالب بكلية التربية وجد أن 16 طالب يدرسون 
الرياضيات والفيزياء واللغة الإنجليزية » 24 طالب يدرسون الرياضيات والفيزياء ٠‏ 30 طالب 
يدرسون الرياضيات واللغة الإنجليزية » 22 طالب يدرسون الفيزياء واللغة الإنجليزية, 7 
طلاب يدرسون الرياضيات فقط . 10 طلاب يدرسون الفيزياء فقطا : 5 طلاب يدرسون 
اللغة الإنجليزية فقط . تم اختيار طالب بطريقة عشوائية من مجموعة الطلاب . أوجد ما يأيّ : 
-)١(‏ احتمال أن الطالب يدرس الرياضيات . 

(؟) - احتمال أن الطالب يدرس الرياضيات أو اللغة الإنجليزية ولا يدرس الفيزياء . 
)- احتمال أن الطالب لا يدرس أيا من المقررات الثلاث . 
الحل : نفرض الحدث 4 هو اختيار طالب يدرس مقرر الرياضيات , الحدث 8 هواختيلر 
طالب يدرس مقرر الفيزياء والحدث © هو اختيار طالب يدرس مقرر اللغة الإنجليزية . 
الأحداث الفلاث © , 8 , 4 يمكن تمنيلها باستخدام أشكال فن , ومن المفضل أن نبدأ مع 
البيانات الأكثر وضوحا والتي يمكن وضعها مباشرة داخل شكل فن لتمثل الأساس الذي ننطلق 
منه لإكمال باقي البيانات داخل الشكل , وفى هذا المثال نلاحظ أن البيانات الأكثر وضوحا 
هي الطلاب الذين يدرسون المقررات العلاث وعددهم 16 وهذا يعنى أن المنطقة /ا الممنلة 
لتقاطع الأحداث الثلاث 41130100 تحتوى على 16 عنصر لذلك نضع العدد 16 في 
المنطقة لا ثم نكمل باقي المناطق كما هو موضح بشكل فن الآن : 

)١(‏ - عدد الطلاب الدين يدرسون الرياضيات 
45 - 8+14+16 + 7 وبالتالي د رم 
(؟)-الحدث أن الطالب يدرس الرياضيلت أو 


الإغمليزية ولا يدرس الفيزياء هو /0(8(©ل41) 
وعدد عناصره يساوى 26 - 5 + 7+14 


وبالتالي ُ - ('/8()(©لاة)) م 


و ") -الحدث أن الطالب لا يدرس أيا من المقررات الثلاث هرو (6لا8لا4) وعدد 


9 
عناصرة يساوى 9 وبالتالي 2 (©لاظلاه)2 . 


حول 


الفصل الثالث - دالة الاحتمال 
مغال لاا : 
في استطلاع بين عينة من الطلاب عن الألعاب التي يلعبوها وجد أن 2590 يلون كسرة 
القدم » 209/0 يلعبون كرة السلة , 139 يلعبون العاب القوى . 1090 يلعبون كرة 
القدم وكرة السلة ,» 890 يلعبون كرة القدم والعاب القوى ,» 596 يلعسون كسرة السلة 
والعاب القرى .» 490 يلعبون الألعاب الثلاثة » تم اختيار طالب بطريقة عشوائية من العينة . 
أوجد احتمال ان هذا الطالب لا يلعب أيا من الألعاب الثلاثة . 
الحل: نفرض الحدث 4 هو اختيار طالب يلعب كرة القدم , الحدث 8 هو اختيار طالب 
يلعب كرة السلة والحدث © هو اختيار طالب يلعب العاب القوى . إذن 
1.-(2)408 , 0.13 -(©)2 , 0.2-(5)8 , 0.25 -(4)م 
4 -ح ( ©2<)4)18516 , 0.05 -(©2)816 , 0.08 -(4(6)م 
الحدث أن الطالب لا يلعب أيا من الألعاب الثلاثئة هو '(:6ل)8ل)4) » وحيث أن 
(08 4)م -رع)م مرزقام +زه)م دك راهنلا 4)م 
(6 686 هام +(ه مهام -(© م مام - 
9 - 0.04 + 0.05 - 0.08 - 0.1 - 0.13 +0,2 + 0.25 - 
إذن 1 - 0.39 -1 - (©لا8 لاه ) ١‏ -1 ع ( علا 8لام) )م 
مشال 8؟: 
أحد الطلاب سثل زملائه في الفصل عن نتائجهم في مقررات الرياضيات والفيزياء والكيياء 
وقام برصد هذه البيانات كالآنَ : 7890 نجحوا في الرياضيات ٠‏ 8090 نجبحوا في الفيزياء , 
0 نجحوا في الكيمياء » 6090 نجحوا في الرياضيات والفيزياء. 6506 نجحوافي 
الفيزياء والكيمياء » 7090 نجحوا في الرياضيات والكيمياء » 559 نجحوافي المقررات 
الثلائة . وضح أن هذه الدسب غير متوافقة وبالتالي هناك خطأ في عملية الرصد . 


الحل : نفرض الحدث 4م هو النجاح في الرياضيات » الحدث 13 هو النجاح في الفيزياء 
والحدث © هو النجاح في الكيمياء . إذن 
6 (2)4)18 , 0.84 -(©2)6 , 0.8 -(2)8 , 0.78 -(4)م 
5 <(2)4018](000 , 0.656 -(©8016). , 0,7 -(©4016)م 
1 < 21.02 0.55 + 0.65 - 0.7 - 0.6 -0.8+0.84+ 0.78 2( © نا 8 نا )م 
إذن هناك خطأ في عملية الرصد لان دالة الاحتمال دائما اقل من أو تساوى 1 . 


1١+ 


مبادئ الاحتمالاات 


مغال 58 : 
اختبار من ثلاثة أسئلة كل سؤال يتم الإجابة عليه أما صواب 7 أو خطأ 7 فإذا كانت 
الإجابة على الأسئلة الثلاثة تتم بالتخمين فأوجد 
١‏ - احتمال الإجابة صواب على سؤالين على الأقل . 
! - احتمال الإجابة صواب على سؤالين على الأكثر . 
الحل : فضاء العينة 5 الذي بمثل جميع الإمكانات المتاحة للإجابة على الاختبار يكون 
! 15157 ,113 ى 1"117 ,1101 , 1117 ,711 , 1115 ,711 1 عه 

وعدد عناصره 8 - 8 ويمكن استنتاجه بتكوين الشجرة البيانية كما وضحنا في مثال ( ٠١‏ ) 
بالفصل الأول 
١‏ - الحدث الإجابة صواب على سؤالين على الأقل هو 

5115 , 1181 ,711,118 4 واحتماله يساوى ِ ْ 
؟ - الحدث الإجابة صواب على سؤالين على الأكثر هو 

( ”3*1 , '11”1 ,111 ,711 , 1117 ,111 , 1117 ) واحتماله يساوى : : 
مثال "١٠‏ : 
كيس يحتوى على ثلاث قطع نقود اثنتان عاديتان وواحدة ذات صورتين , اختيرت قطعة من 
الكيس بطريقة عشوائية ثم ألقيت . إذا ظهر وجه الصورة فإن القطعة نفسها تلقى مرة أخرى 
بينما إذا ظهر وجه الكتابة فأننا نختار قطعة نقود من القطعتين المتبقيتين بالكيس ثم تلقى . أوجد 
احتمال ظهور الصورة مرة واحدة على الأكثر . 
الحل : نفرض أن 8 , 4د يرهزان إلى قطعتي النقود العاديتين ؛ ') ترمز إلى قطعة النقود ذات 


الصورتين , إذن فضاء العينة 5 الذي بمثل جميع النواتج الممكنة للتجربة يكون 
416:13 1181م , لأظله , اله , 4818م ) ع 5 


(01111, 81611 , 81431 , طلذفاظ , 5281 , لالظ 
وعدد عناصره 11 ح 18 ويمكن استنتاجه بتكوين الشجرة البيانية كما وضحنا في مثال( *” ) 
بالفصل الأول والحدث ظهور الصورة مرة واحدة على الأكثر هو 
(851618 ,8141 رللذ1ظ8 811 ,111له , أظله ,41813 الله )1 


وعدد عناصره 8 وبالتالي احتماله يساوى 1 


1١4 


الفصا الثالث - دالة الاحتمال 


مثال "١‏ : 
في مباراة للننس بين لاعبين 4,8 يفوز بالمباراة اللاعب الذي يفوز بشوطين متعاليين أر 
يفوز بغلائة أشواط على طول الباراة » أوجد احتمال أن المباراة تنتهي بعد خمسة أشواط . 
لحل : فضاء العينة © الذي يمثل جميع النواتج الممكنة للمباراة 
ظظك , للحظه , حمظقفظ4 , 4844 , حذ ! - 5 

(58 , ظلظفظ , 848418 , حذدل84 , 844 
وعدد عناصره 10 - 8 ويمكن استنتاجه بتكوين الشجرة البيانية كما وضحا في مشلل( 4” ) 
بالفصل الأول والحدث 72 أن الباراة تنسهي بعد خمسة أشواط عدد عناصرة 4 


4 - - -(5) , 84848 84844 414813 84184 لق ] 1 
مثال ؟“”" : 
في أحد الفنادق الكبرى كان حجز الأجنحة يتم وفقا للاختيار من المجموعات الثلاث الآتية 


امجموعة الأولى 0 الجتويعة القايه تِ امجموعة الثالئة ْ 
م ( عدد الغر ( الطابق ) 


الطابق الأول 3 0 


الطابق الثالث 6 
أتصل أحد الأشخاص لحجز أحد الأجنحة . أوجد كل مما يأ : 
١‏ احتمال حجز جناح ممتاز في الطابق الثالث . ؟ - احتمال حجز جناح من غرفتين . 
الحل : فضاء العينة 58 الذي يمثل جميع الاختيارات الممكنة لحجز الأجئحة 
و )آلآ ى ظلآ ر هآ , 1160 , 1.115 , 114[ ) - 5 

( 1170 , 1178 , 114 ,116 , 118 , 114 
وعدد عناصرة 1-2 وبمكن استنتاجه بتكوين الشجرة البيانية 
-١‏ الحدث حجز جناح ممتاز في الطابق الثالث هو [ 1560 , 1/160 ) وعدد عناصره 2 

2 [1 


2012 6 


) الحدث حجز جناح من غرفين هو ( ©1216 ,12113 ,1214 ,110 , 118آ آنآ‎ -١ 


وعدد عناصره 6 وبالتالى احتماله يساوى هه : 
1 2 12 


١ع"‎ 


مبادئ الاحتمالاات 


مفال "" : 
النقاط 1 , 2 و 2 , ') , 8 , لم في الرسم الآيَ تدل على 6 مدن والخطوط تدل على 


جسور تربط بينها . بدأ رجل من المدينة 44 رحلة بسيارته للتجول من مديئة إلى أخرى واعستزم 
التوقف واخل استراحة إذا ل يمكنه مواصلة التجول بدون أن يعبر نفس الجسر مرتين . أوجسد 
احتمال انه سيتوقف للاستراحة في المدينة 1 


الحل : نكون الشجرة البيانية للتجربة 
1 2 

2 ح 0 ح 
1 

اجا 02 


1 
20 1 


! بحبح ١‏ 
1 
1 
2 هه 20 
0 


نلاحظ أنه توجد 11 طريقة يمكن للرجل أن يتجول بما حتى يصل إلى جسر مر عليه من قبل 
ويكون مضطر للعبور عليه مرة ثانية وبالتالي يأخذ استراحة .كما نلاحظ من الشجرة في النقاط 
النهائية أنه يجب أن يتوقف للاستراحة في أحد المدن 8 أو (1 أو 8 . إذن فضاء العيئة 
,281018 410110011 )185 (1:1019:)ظ1ن ,4801183 ,لاناعظطهم )ده 
811001 41211019 ,1ن 41811 4181:0011 ,4821:0010 
والحدث أن الرجل سيتوقف للاستراحة في المدينة 18 هو 
( 110ظه4 , 10018ظه4 , 4800118 , 48001118 ) 


1 


احتماله يساوى 3 
د 


١ ؟‎ 


ا لفصا الغالث ‏ دالة الاحتمال 


مغال +”: 

في الرسم الآ تسعة نقاط ,7 , لآ , 2 , 3 , 18 , 2 , © ,و 8 , لد بدأ رجل في التحرك مسن 
1 
كك لتكت 


النقطة ا ويسمح له في كل مرة بالحركة خطوة رأسية أو خطوة أفقية ويتوقف عن الحركة 
إذا ل يتمكن من مواصلة السير بدون المرور على نقطة يكون قد مر يما من قبل . أوجد احتمال 
أن بمر الرجل بجميع النقاط إذا كانت الخطوة الأولى من 5< إلى 1 . 

اخل : 

نكون الشجرة البيانية للتجربة 


نلاحظ أنه توجد 10 رحلات مختلفة أي أن فضاء العينة به 10 عناصر ونلاحظ انه توججد 

فقط 4 رحلات منها ثمر بجميع النقاط وهى 1 
ذخخظن)21لا 2101‏ 21 لا1خ لل , 1480121 , 80111/2 14 ١‏ 

إذن احتمال أن يمر الرجل بجميع النقاط إذا كانت الخطوة الأولى من إلى 8 يساوى كك 1 


١غ‎ 


مبادئ الاحتماللاات 


ميال هم" : 
في دراسة قتم ببوع وعمر الأطفال في العائلات في مديئة القاهرة تم اختيار عائلة بطريقة 
عشوائية من مجموعة العائلات التي لديها ثلاثة أطفال , أوجد كل مما يأ : 
١‏ -احتمال عدم وجود ولد في العائلة . 
؟! - احتمال وجود ولد واحد على الأقل في العائلة . 
"« - احتمال وجود ولد واحد على الأكثر في العائلة . 
- احتمال أن المولود الثاني بنت . 
ه - احتمال أن عدد الأولاد اكبر من عدد البنات في العائلة . 
الحل : 
مع مراعاة الترتيب في الولادة فإن فضاء العينة يكون 
( 885 : 88 , 808 , ططق ,088 , طقط ر قطط , ططط ) دق 

وعدد عناصره 8 حيث الرمز 8 يعنى ولدا والرمر م يعنى بعا . 
١‏ -الحدث إل عدم وجود ولد للعائلة هو 

(هع] - ية واحصاله ‏ 1-(ي4)« . 
؟ -الحدث رم وجود ولد واحد على الأقل في العائلة هو 

(طقع روطع رططع رهط رطعط راط ,انا ) - وق واحتماله 2 - ( )م 
م# ‏ الحدث ول وجود ولد واحد على الأكثر في العائلة هو 

: ْ 


( طيغ ور 8مع , 8عط ؛ - دم واحتماله د د ري4)ط. 


4 - الحدث ,ل أن المولود الثاني بدت هو 
1[ 4 
( 888 , طع8 , 088 , طعط ) - ر4 2 واحتماله 27 ري 
ه-الحدث و4 أن عدد الأولاد اكبر من عدد البنات في العائلة هو 


1[ 4 
( ططع , طعط ر عطط ر ططط ) - وم واحتماله 5225يف 


١‏ لفصم الغالث - دالة الاحتمال 

مغال "5" : 

في مصعد أحد العمارات ركب شخصان . فإذا كان المصعدٌ يتوقفف في الطابق الثاي والقالث 
والرابع وبفرض أن خروج أيا من الشخخصين إلى أيا من الطوابق الثلاث متساوي الفرصة 
فأوجد ما يأ : 

. -احتمال أن الشخصين يت ركان المصعد في طابقين مختلفين‎ ١ 

؟ - احتمال أن الشخصين يصعدان إلى نفس الطابق . 

"- احتمال أن أحد الشخصين على الأقل يصعد إلى الطابق الرابع . 


الحل : 
نفرض أن 8,5 يرمزان إلى الشخصين وان :3 تعنى أن الشخص 8 يترك المصعد في 
الطابق رقم 1 حيث 2>1>4 وان رط تعنى أن الشخص ط يترك المصعد في 


الطابق رقم و حيث ‏ 2>3>4 . إذن فضاء العينة يكون 
4 
2-ز,[ زط به ) - 5 
زوطوة روط وقروط وق روط وق روط وه روط يق روط 22 روط يه روط ية) - 
١‏ - نفرض الحدث هر أن الشخصين يتركان المصعد في طابقين مختلفين . إذن 
7 ( وط بوقر وطاوة روط جةر رط جةر وطاوة روط جه 1 - 4 
2 6 
22 (م)م 
57 درم 
؟ ‏ نفرض الحدث 8 أن الشخصين يصعدان إلى نفس الطابق . إذن 
,ث ( وطبة روط ره, رط جه ) - 8 
3 
د رهم 
08-5 
* - نفرض الحدث © أن أحد الشخصين على الأقل يصعد إلى الطابق الرابع , إذن 
و [وط بيقر وط يقر وط يوق روط و2 روط يه) - 60 


5 
عر 


مبادئ الاحتمالاات 
مثال /ا” : 


إذا علمت أن معاملات المعادلة التربيعية 0 نس + + 8 +82 يتم تعيينها عن طريق 
إلقاء حجر نرد متزن مرتين على التوالي والعدد الذي يظهر في الرمية الأولى ينل المعامل ذا 
بينما العدد الذي يظهر في الرمية الثانية يمثل العدد ع . 

. أوجد احتمال أن يكون للمعادلة جذران حقيقيان مختلفان‎ ١ 

؟ - أوجد احتمال أن يكون للمعادلة جذران حقيقيان متساويان . 

أوجد احتمال أن يكون للمعادلة جذران مركبان . 

الخل : 

ف قمزية القع سك ابره معن مرو طن التررل إن لاع اليفة 5 يحتوى على 36 عنصر 
كما موضح 0 وجميعها امتساوية الحم 


0 1 
د 0 0 (3.3 3 


1 
2 
3 
45 (ها | :4245| زاك | > 
5 
6 


)5,1( | )5,2( | )5,3( | )5,4( - 5 كد‎ 
)6,1( | )6,2( ١ )6,3( | )6,4 | )6,5( | )6.0 


ومن المعلوم أن المعادلة التربيعية وحه + عط ب2خع نا جذران هما 
-2 2 وهميز المعادلة م4 162 يحدد نوع الجذران . 
١‏ نفرض الحدث 4 أن يكون للمعادلة جذران حقيقيان مختلفان . أي أن 0 <ع4 - 
إذن الحدث 4 هو مجموعة الأزواج المرتبة (» , 8 ) من فضاء العينة 5 للتجربة والتي 
تحقق ع4 < 02 .أي أن |4 < 2م : 5 زعره)| عه . إذن 
و(1)3,1(:)3:2(:)4,1(:)4.2(:)4:3] 4 
و(5:4(.)5:5(,)5:6) و(5:.1(,)5,2(:)5:3) 
((6,1(:)6:2(.)6,3(:)6:4(,)6:5(.)6:6) 
وعدد عناصر الحدث 4 هو 17 - (2)4 وبالتالي احتمال الحدث 4 يكون 
17 


م 


١ /7ا‎ 


الفصا العالث ‏ دالة الاحتمال 
* - نفرض الحدث 18 أن يكون للمعادلة جذران حقيقيان متساويان , أي أن ع4 -2ص8 . 
إذن الحدث 8 هو مجموعة الأزواج المرتبة ( © ,8) من فضاء العينة 5 للتجربة والتي 
تحمفق 40 - 2ط ؛ أي أن |4 - 2م 7 و ع,ه)) -8 ٠‏ وبالتالي 
1[ 2 


2 0 و4), 5-2 
50 (8)م ((2,1(:)4,4)) 


نفرض الحدث © أن يكون للمعادلة جذران مركان , أي أن 0>ع2-4م . 
إذن الحدث © هو مجموعة الأزواج المرتبة ( © ,8 ) من فضاء العيئة 8 للتجربة والتي 
غقق 4 > 2ط أي أن |4 > 2م : ع رماع » وبالتالي 

و(1:6) و (1:3(5.)1:4(.)1:5) .,(1:1(:)1:2))-6 
(2:5(.)2:6(:)3:3)و(2,4) و(2,:2(,)2:3) 
[((3,4(:)3,5(5)3:6(:)4,5(:)4,6) 

وعدد عناصر الحدث © هو 17 -(2)0 واحتمال الحدث © يكون 
17 


مثال غ8" : 

امتحان بنظام الاختيار من متعدد 010166) - 16م8410141 يحتوى على 10 أمسئلة ولكل 

سؤال أربعة إجابات منها واحدة فقط صحيحة , أراد أحد الطلاب الإجابة على كل أسثلة 

الامتحان بالتخمين . 

. أوجد احتمال أن تكون إجابة الطالب صواب في جميع أسئلة الامتحان‎ - ١ 

؟ - أوجد احتمال أن تكون إجابة الطالب خطأ في جميع أسئلة الامتحان . 

أ أوجد احتمال أن تكون إجابة الطالب صواب في نصف أسئلة الامتحان . 

الحل : 

حيث أن عدد أسئلة الامتحان 10 ولكل سوال أربعة إجابات منها واحدة فقط صحيحة, 

إذن بمكن الإجابة على أي سؤال بطرق عددها 4 وبعطبيق القاعدة الأساسية للعد فإن عدد 

طرق الإجابة على أسئلة الامتحان العشرة وبالتالي عدد عناصر فضاء العيئة يكون 
410-76 


مبادئ الاحتماللات 


١‏ -نفرض الحدث 4 أن تكون إجابة الطالب صواب في جميع أسئلة الامتحان و يتحقق هذا 
إذا اتار الطالب الاختيار الصواب في كل سؤال وهذا يتم بطريقة واحدة ققط وبتطبيق 
القاعدة الأساسية للعد فإن عدد طرق اختيار الإجابة الصواب في أسئلة الامتحان العشرة يكون 
طريقة واحدة فقط وبالتالي عدد عناصر الحدث فد يساوى 1 . إذن 


1 تر 


- 9,5367410 
41 ١76 


؟ -- نفرض الحدث 13 أن تكون إجابة الطالب خطأ في جميع أسئلة الامسحان و يتحقق هذا إذا 
اختار الطالب إجابته على كل سؤال من الاختيارات الثلاث الخطأ » أي انه يسستبعد دائما 
الاختيار الصواب وبالتاللي بمكن الإجابة خطأ على كل سؤال بطرق عددها 3 وبتطبيق القلعدة 
الأساسية للعد فإن عدد طرق الإجابة خطأ في جميع الأسئلة يكون 59049 310 . إذن 


59049 و 
76 49 


*" - نفرض الحدث © أن تكون إجابة الطالب صواب على نصف الأسئلة ويتحقق ذلك إذا 
اختار الطالب الإجابة الصواب في خنمسة أسئلة وعدد طرق اختيار الإجابة صواب في كل منها 
هو طريقة واحدة فقط والأسئلة الخمسة الباقية يتم الإجابة على كل منها خطأ بطرق عددها 3 
وبتطبيق القاعدة الأساسية للعد فإن عدد طرق الإجابة صواب على نصف الأمكلة يكون 
3 - 35 . إذن 


0202 ا امك 00 
1048576 لي 


ملاحظة هامة : النتائج التي حصانا عليها في المثال السابق تعتبر خير شاهد ودليل على أن 
أملوب التخمين في الإجابة في امتحانات الاختيار من متعدد دائما ما تؤدى إلى الفشل . 


الفصم النالث - دالة الاحتمال 

مثال 9" : 

إذا كانت اللوحة المعدنية لرقم السيارة تحتوى على حرفين مختلفين من الحروف الأبجدية العربية 
يتبعهما عدد من أربعة أرقام بحيث لا يكون رقم الآلاف صفر .أوجد احتمال أن تكون اللوحة 
المعدنية التي ستحصل عليها لسيارتك تبدأ بحرف ب وتحمل عدد زوجي . 

الحل : 

مراسع اروف والأ رقا روعي ترز اكه على النوينة المدية للجيازة يكون كلاق 


مواضع الحروف الأبجدية مواضع الأرقام العددببة 


21 28 


وبالتالي يكون عدد اللوحات المعدنية المختلفة التي يمكن طبعها للسيارات والذي يمفل عدد 
عناصر فضاء العينة يساوى 
0 - 28:27:9:1021010 

وبفرض أن الحدث 4, أن تكون اللوحة المعدنية تبدأ بحرف ب وتحمل عدد زوجي أي أن رقم 
الآحاد يكون زوجي (0,2,4,6,8) وف هذه الحالة فإن مواضع الحروف والأرقام وعدد 
طرق كتابتها على اللوحة المعدنية لرقم السيارة يكون كالآنَ 
مواضع الحروف الأبجدية مواضع الأرقاه العددية 
الموضع الأول | الموضع الثايٍ | رقم الآحاد | رقم العشرات رقم الات | رقم الآلاف 

1 | 27 )| 5 ١ط‏ 10 10 9 
وبالتالي يكون عدد اللوحات المعدنية المختلفة التي يمكن طبعها للسيارات في هذه الحالة والذي 
يمثل عدد عناصر الحدث 4 يساوى 


0+ - 10:<105: 152729 
إذن احتمال الحدث 4 يكون 


0 ريم 


9 - - 
00 60إ) 


1١6م‎ 


مبادئ الاحجمالاات 


مثال 5٠١‏ : 
ذهب أحد الأشخاص للتعاقد على إدخال تليفون إلى منزله فإذا علمت أن المنطقة التي يمسكن 
يما هذا الشخص يبدأ فيها رقم التليفون من أقصى اليسار بالعدد 63 وإذا كان رقم التليفون 
يتكون من سبعة أرقام فما هو احتمال أن يكون رقم تليفون هذا الشخص سوف يشتمل على 

ثلائة على الأقل من الأصفار المتجاورة . 
الل : 
حيث أن رقم التليقرة يدا من اقضن انسار بالعداة 3 فإن عدد طرق كتابة كل من الخانة 
الأولي والثانية يكون طريقة واحدة أما الخانات الخمس الأخرى فإن عدد طرق كتابة كل 
منها يكون 10 طرق وبالتالي يكون عدد أرقام التليفونات المختلفة التي يمكن التعاقد عليسها 
والذي يمثل عدد عناصر فضاء العينة يساوى 

0 - 111010101010 
وبفرض الحدث 4, أن يكون رقم تليفون هذا الشخص يشتمل على ثلاثة على الأقل من 
الأصفار المتجاورة فهذا ب يعنى أن رقم التليفون قد يشتمل على ثلاثة أصفار متجاورة أو أربعة 
أصفار متجاورة أو حمسة أصفار متجاورة ويتم ذلك كالآيَ : 


ثلاثة أصفار متجاورة كدت فار متجاورة خمسة أصفار 
تمغيل الرقم م تمغيل الرقم عدد الطرق 


0207 
060000 
00000 


9210-0 كا 
99-81 | 6320000 
1029-0 


6300000] 9| 


وبتطبيق قاعدة الجمع فإن عدد عناصر الحدث 4 يكون 
0 - 1 +90+9+9 +81 +90 
إذن احتمال الحدث 4 يكون 
230 


08 - درة4)مآ 
10000 


1١هأ‎ 


الفصل الثالث - دالة الاحتمال 

مغال :4١‏ ثلاثة أولاد وثلاثة بات يتجهون نحو صف به ستة مقاعد للجلوس عليها 

. أوجد احتمال أن يجلس الأولاد معا والبنات معا‎ ١ 

. أوجد احتمال أن تجلس البنات معا‎ - ٠ 

الحل : عدد طرق جلوس 6 أشخاص على 6 مقاعد يكون ‏ 720-!6 

قر لت أن يجلس الأولاد معا والبدات معا . يوجد طريقتان لجلوس الأولاد 
معا وجلوس البنات معا 858510101 , ١00888‏ حيث الرمز 0 يعنى ولداوالرمز ع 
يعنى بنتا وى كل حالة يمكن للأولاد أن يجلسوا معا بطرق عددها !3 ويمكن للببات أن 
تجلسن معا بطرق عددها !3 .إذن وفقا لقاعدة الضرب فإن عدد الطرق في كل حالة يكون 
6 - !313 وبجمع الحالتين وفقا لقاعدة الجمع فإن عدد الطرق الكلية يكون 72 ١‏ إذن 


1- غ1 درمم 
70 


؟ - نفرض الحدث 13 أن يجلس البنات معا . نلاحظ انه يوجد أربع طرق ججلوس البنات معا 
ماططععمع , اطععع! , اعععط5 , عععططط 

وفى كل حالة يمكن للأولاد أن يجلسوا معا بطرق عددها !3 وبمكن للبنات أن تجلسن معا 

بطرق عددها !3 ووفقا لقاعدة الضرب فإن عده الطرق في كل حالة يكون 

6 - !3!3 وبجمع الحالات الأربعة فإن عدد الطرق الكلية يكون 144 وبالتالي 


2 2 1 - (8) م 


مغال 45 : نفرض مجموعة الأرقام ( 1,3,5,7,9 ) وبفرض عدم السماح بالتكرار ققد تم 
اختيار ثلاثة أرقام بطريقة عشوائية لتكوين عدد من ثلاث خانات . أحسب ما يأ : 

. 600 -احتمال أن تكون قيمة العدد اقل من‎ ١ 

. 5 احتمال أن تكون قيمة العدد مضاعف للعدد‎  ! 

الحل : عدد الأرقام في المجموعة المعطاة يساوى 5 وغير مسموح بالتكرار وبالتالي فإن الأعداد 
المكونة من ثلاثة أرقام يعم اختيارها بطرق عددها 60 - 5«4«3 > ,2 

١‏ - نفرض الحدث هر أن تكون قيمة العدد اقل من 600 أي أن خانة المئات مسموح أن 

يوضع فيها الرقم 1 أو الرقم 3 أو الرقم 5 وبالتالي فإن خانة المئات يمكن أن تملا بطرق 
عددها 3 ونظرا لأنه غير مسموح بالتكرار وبعد حجز رقم لخانة المئات فإن خانة العشرات 


١6ه‎ 


مبادئ الاحتمالاات 


تملأ بطرق عددها 4 ثم خانة الآحاد تملأ بطرق عددها 3 وبذلك فإن عدد عناصر الحدث لم 


يساوى 36- 3<*4<*3 وبالتالي نمحصل على 6 ك3 - زم)م 


؟- نفرض الحدث 3[ أن تكون قيمة العدد مضاعف 5 أي أن رقم الأحاد يجب أن يقبل 
القسمة على 5 . وحيث أن الاختيار يكون من مجموعة الأرقام ( 1,3,5,7,9 4 . إذن رقم 
الآحاد يكون 5 أي أن خانة الآحاد تملا بطريقة واحدة فقط ونظرا لأنه غير مسموح بالتكرار 
فإن خانة المئات تملا بطرق عددها 4 ثم خانة العشرات تملا بطرق عددها 3 وبذلك فإن عدد 


عناصر الحدث 13 يساوى 431-12 وبالتالي نمحصل على 2- 22 - رقل)م : 


مثال 47: اخترنا حممسة أعداد عشوائيا من مجموعة الأعداد ( 20 و,... ,2, 41 أوجد احتمال 
١‏ أن اصفل علئة من الأعداذ القضة يكرن ومن 8 . 

؟ أن أكبر عدد من الأعداد الخمسة يكون اصغر من 17 واصغر عدد منهم أكبر من 6 . 
الحل :مجموعة الأعداد ( 20 و... 1,2 تحتوى على 20 عنصر وعدد طرق اختيار خمسة 


و : 20 
أعداد من 20 يساوى 07 
(!5!(*<)15) /ر 5 


١‏ -نفرض الحدث 4 هو أن اصغر عدد من الأعداد الخمسة يكون أكبر من 8 . إذن 
الحدث ‏ هو اختيار خمسة أعداد عشوائيا من مجموعة الأعداد ( 20 ,... , 10 ,9 ) وعدد 
عناصر الحدث كد هو 12 وبالتالي عدد طرق وقوع الحدث ف والذي يعنى عدد طرق اختيلر 


خمسة أعداد من 12 يساوى وود 1412 بي 14 . إذن احتمال الحدث ف يكون 
: (:5!(*)7) 5 

كتايد ورين 

6 15504 
؟" ‏ نفرض الحدث 13 هو أن أكبر عدد من الأعداد الخمسة يكون اصغر من 17 واصغر 
عدد منهم يكون أكبر من 6 . إذن الحدث 13 هو اختيار خمسة أعداد عشوائيا من مجمورعة 
الأعداد ( 16 ,... ,17,8 وعدد عناصر الحدث 18 هو 10 وبالتالي عدد طرق وقوع 
الحدث 18 والذي يعنى عدد طرق اختيار خمسةأعدادمن 10 يساوى 


2 - جمد التريبه ِ . إذد لا د ون 
(!5!(<)5) 5 2 1550441 


١6 


الفصا الغالث ‏ دالة الاحتمال 


ميال 45 : 
يوجد 8 من النقاط في المستوى !| [ :لا , :*) ) بحيث لا تقع أي ثلاثة منها على خط 


١‏ - إذا رسم مستقيم عشوائيا يربط بين نقطتين من هذه النقاط , أوجد احتمال أن هذا 
المستقيم لا يمر بالنقطة ( ولإ,1*) أو ( ولاو ج*) . 

* - إذا رسم مثلث عشئوائيا يربط بين ثلاثة من هذه النقاط , أوجد احتمال أن هذا المنلنث 
يتوى النقطة ( 1,01) كرأس فيه . 

م - إذا رسم مثلث عشوائيا يربط بين ثلاثة من هذه النقاط , أوجد احتمال أن هذا المنالث 
يكون أحد أضلاعه هو الخط الواصل بين النقطتين ولاد د ) : (إلا,) . 

الحل : 

١‏ - حيث أن النقاط عددها 8 ولا تقع أي ثلاثة منها على خط مستقيم واحد وحيث أن 
المستقيم يتحدد بنقطتين , إذن عدد المستقيمات التي يمحكن أن تحددها هذه النقاط يكون 
هو عدد طرق اختيار نقطتين من 2 من النقاط ويساوى 8 ولإحاد عدد 

2 
١‏ 
لدينا 2 - 8 من النقاط نختار منهم نقطتين ويكون ذلك بطرق عددها 0 
2 


وبالتالي فإن احتمال أن هذا المستقيم لا يمر بالدقطتين 1اىرد) أو ولاريء) 


يساوى 
11-2 
ر3-ه)(2 -م) 1 2 ا 
(1- ع«) ع 1 1 
8 


؟ - حيث أن المثلث له ثلاثة رؤوس , إذن عدد المثلنات التي بمكن تحديدها يمذه النقاط يكون 
هو عدد طرق اختيار ثلاثة نقاط من 9 من النقاط ويساوى 6 ولإيجاد عدد الكلنات 


التي تحوى النقطة ( ,7*:) كرأس فيها فإننا تحجر هذه النقطة كرأس للمثلث فيتبقم 


١5 


مادئ الاحتمالاات 


لدينا 1 - 8 من النقاط نختار منها نقطنين كرأسسين آخرين للمثلث ويكون ذلك بطرق 
عددها 3 وبالتالى فإن احتمال أن هذا المنلث حتوى النقطة (رند) كر أس فيه يساوى 
2 0 


/ 0 

3 
* - لإباد عده المثلشات التي يكون فيها الخ طالواصل بين النقتين 
( ولا, ون ) . (81, 1< ) هو أحد أضلاعها وبمعنى آخر لإيجاد عدد المثلشات التي 
تحتوى النقطتين ( ,لو بر') , (31,31) كرأسين للمثلث فإننا نحجز هاتين التقطتين , 
وبالتالي يتبقى 2 - 2 من النقاط غنتار منها نقطة واحدة لتمثل الرأس الثالث ويككون 
ذلك بطرق عددها 2-2 وحيث أن عدد طرق اختيار ثلاثة نقاط من 2 من النقاط 


يساوى 5 وبالتالي فإن احتمال أن هذا المثلث يكون أحد أضلاعه هو الخط الواصكى 
3 1 


(58-1)م أم 
3 


بحيرة صغيرة يما 200 جمكة دخلت 50 منها إلى شبكة صياد ثم خرجت نتيجة لوجود عيب 
بالشبكة . وبعد إصلاح العيب بالشبكة تم اصطياد 40 سمكة من البحيرة . أوجد احتمال أن 


بين اللقطتين ( ولاو ير ) , (1,701<) يساوى 0 6 _ 8-2 


مشال ة4: 


يكون من بين ما تم اصطياده في المرة الثانية يوجد 5 سمكات بالضبط سبق دخوها وخروجها 
من الشبكة في المرة الأولي . 

الحل: عدد السمك بالبحيرة 200 سمكة منها 50 اكتسبت صفة أنها سبق لها دخول الشبكة 
والخروج منها , وحيث انه في المرة الثانية تم اصطياد 40 سمكة من أجمالي 200 في البحيرة 
فإن عدد طرق اختيار 40 سمكة من 200 يكون م وبفرض أن 4 هوالحدث 
وجود 5 سمكات بالضبط سبق دخوها وخروجها في المرة الأولي فإن هذا يعنى أن الحدث 4 
هو اصطياد 5 ممكات من الخمسين التي اكتسبت صفة أنها سبق نا دخول الشبكة واصطياد 


١ وه‎ 


الفصا العالث - دالة الاحتمال 


5 سمكة من الباقي وعددهم 150 وعدد طرق وقوع الحدث 4 يكون ل 


0 
55 [ 5 
معنن 
40 
الننة يق ا لقتسي مش 862 
م200  )35!(«»)115(‏ (!5!(*<)45) 2 


وبالتالي فإن احتمال الحدث 4 يكون 


- 1 


مثال "*#: 

في مزرعة ما يوجد 50 رأس من الغدم 5 منها مصابة بجرثومة الحمى . إذا اخترنا 5 أغنسام 

بشكل عشوائي من القطيع , أوجد 

. احتمال أن تكون الأغنام الخمسة غير حاملة للجرئومة‎ - ١ 

؟ - احتمال أن تكون 2 من الأغنام المحقارة مصابة بالمرض . 

. احتمال أن تكون واحدة منها على الأقل تحمل جرثومة المرض‎ ٠" 

4 - إذا علمت أنه تم استبعاد اثنتين من الأغدام المصابة بالمرض , ثم اخترنا 5 أغنام من باقي 
القطيع بطريقة عشوائية » فما احتمال وجود إصابة واحدة ؟ 

الحل : عدد طرق اختيار 5 أغنام من 50 وبالتالي عدد عناصر فضاء العينة للتجربة يكون 


0 ١ - 0 


| - عدد طرق اختيار 5 أغنام سليمة من 45 هرو وم‎ - ١ 


إذن الاحتمال 0 أن تكون الأغنام الخمسة سليمة يكون 


5 ( <2] 5000 


لل اس ممم 


0 2 711 
5 


مبادئ الاحتماللاات 


؟ - الاحتمال 7 أن تكون 2 من الأغنام المخعارة مصابة بالمرض 


508 
هوم 141900 ر لتقا لتنا 2 


0200 3 ا 
5 


الاحتمال 6 أن تكون واحدة من الأغنام على الأقل تحمل جرثومة المرض هو 
(5 مصابة ) 2 + ( 4 مصابة ) 2 + ( 3 مصابة ) 2 + ( 2 مصابة  )‏ - 


رمرم مره مم 
5 [ك6 
١‏ اك 


الحدث أن تكون واحدة على الأقل من الأغنام الخمسة مصابة هو مكملة الحدث أن تكون 
الخمسة أغنام سليمة وبفرض أن 4 هو الحدث اختيار 5 أغنام سليمة » إذن 


5 


89 
4 - 0.5766 -1 - ج22 -1 - (4)« -1 -('ها)م 
8 
- بعد استبعاد اثنتين من الأغنام المصابة بالمرض يصبح 


عدد رؤوس الغنم بالقطيع 4/8 منها ٠‏ مصابة . 
إذن الاحتمال م لوجود إصابة واحدة هو 


سر 
2-0061 055 (4 1 


0001104 أ حك 


١ /اه‎ 


الفصا الثالث ‏ دالة الاحتمال 


مثال 10 : 
صندوق يحتوى على ١8‏ مصباح كهربائي منها حمسة مصابيح معيبة » اختيرت عينة عشوائية 
تعكون من ثلاثة مصابيح كهربائية . أوجد احتمال ما يأب : 
1 أن يكون في العيئة مصباح واحد معيب . 

؟ - أن تكون المصابيح في العيئة جميعها سليمة . 

" - أن يكون في العيئة مصباح واحد على الأقل معيب . 
الحل : 


١‏ - نفرض 4, هو الحدث انه يوجد في 


العينة مصباح واحد معيب ؛ إذن 


1 10 
22 
8 2 225 _ 45 


3 - (ه)م 


15 455 91 
3 


؟ - نفرض 18 هو الحدث أن المصابيح في العينة جميعها سليمة »إذن . 


0 


تلك تفط أنتك ا#سققتتختتت سفت لك 1و1 : 1( 
91 455 15 0 
3 
* - نفرض © هو الحدث أنه يوجد في العينة مصباح واحد على الأقل معيب 
وحيث أن الحدث يوجد في العينة مصباح واحد على الأقل معيب هو مكملة الحدث أن 


المصابيح في العينة جميعها سليمة » إذن الحدث ) هو مكملة الحدث 83 وبالتالي 


0687 24 
101 91 ند 0 3 


1١ مه‎ 


مبادئ الاحتمالات 


مشال 58 : 
يراد اختيار جنة طلابية مؤلفة من 5 طلاب من بين 10 طلاب من الفرقة الرابعة و 15 طالب 
من الفرقة الثالئة في الكلية . أوجد ما يأب : 
١‏ - احتمال أن تحتوي اللجنة على طالبين من الفرقة الرابعة وثلائة طلاب من الفرقة الثالثة . 
*؟ - احتمال أن يكون على الأقل طالب من الفرقة الثالثة ممثل في اللجنة . 
" - احتمال أن يكون طلاب الفرقة الثالفة والرابعة ممثلين في اللجنة . 
4 - احتمال أن يكون طلاب الفرقة الرابعة هم الأكثر تمثيلا في اللجنة . 
الحل : 
عدد الطلاب بالعينة 25 طالبا , وعدد طرق اختيار 5 طلاب من بين 25 يكون 0 وهذا 
5 
بمثل عدد عناصر فضاء العينة . 
١‏ - الحدث أن تحتوي اللجنة على طالبين من الفرقة الرابعة وثلانة طلاب من الفرقة الثالثة يتم 
بطرق عددها 0 واحتماله م يكون 
3 2 


10١ 15 
26 
2/ )3 /ر‎ 20475 _ 15 


8 3 053130 6 


؟ - الحدث أن يكون على الأقل طالب من الفرقة الثالئة ممثل في اللجنة هو مكملة الحدث 
اختيار جنيع أعضاء اللجنة من الفرقة الرابعة وبفرض أن 8 هو الحدث اختيار جميع أعضاء 
اللجنة من الفرقة الرابعة » إذن الحدث أن يكون على الأقل طالب من الفرقة الثالئة ممشل في 
اللجنة هو '/1 وبالتالي 

(8)م -1 -(8)م 


8 و 

4 

0 5 

و59 6 252 7 595 


ا 1 ا 6 
5 


١68 


الفصم الغالث ‏ دالة الاحتمال 

” - نفرض الحدث 4 أن طلاب الفرقة الغالفسة والرابعة ممثلين في اللجنة » ولكي يتحقق 

ذلك فإننا نستبعد الحدث 8 أن يكون اختيار جميع أعضاء اللجنة من الفرقة الرابعة فقط أو 

الحدث © أن يكون اختيار جميع أعضاء اللجنة من الفرقة الثالئة فقط . أي أن 
(©8106)م -1- (م)م 

وحيث أن 18,6 أحداث مسافية . إذن 


(2)6 + رظ)م - (©زراظ )م 


1265 1265 0002 257 25 
5 5 
إذن الاحتمال المطلوب 
16 1_3 رمام 
65 12656 


م - نفرض الحدث ف أن يكون طلاب الفرقة الرابعة هم الأكثر تمثيلا في اللجنة وههذا 
يتحقق في كل من الأحداث الآتية : 

الحدث إلى أن تحتوي اللجنة على خمسة طلاب من الفرقة الرابعة أو 

الحدث ره أن تحتوي اللجنة على أربعة طلاب من الفرقة الرابعة وطالب واحد من الثالثة أو 
الحدث ول أن تحتوي اللجنة على ثلاثة طلاب من الفرقة الرابعة وطالبين من الفرقة الثالنة , 
وحيث أن و4 لا رخ لا به -4 والأحداث وف ,رخ ,لهم متافية , إذن 


رجوه)2 +ريذة)2 +ررة)2 -(4)م2 
0 8 0 8 8 0 
4 2 4 
3 2 4 1 5 0 


252 2 3150 12600 7 


لش لل للح 
2055 0- 53130 53130 


1١5٠ 


مبادئ الاحتمالاات 


مغال 545 : 

من بين 4 رجال و 5 نساء يراد تكوين جنة عشوائيا مؤلفة من 3 أشخاص . 

١-أوجد‏ احتمال أن اللجنة تحتوي على رجلين وامرأة واحدة . 

؟ - أوجد احتمال أن اللجنة تحتوي على رجلين وامرأة واحدة بشرط أن أحد الرجال يجب 
أن يكون باللجنة . 

الحل : عدد طرق اختيار 3 أشخاص من 9 أشخاص وبالتالي عدد عناصر فضاء العينة هو 


د يج 1 
(!3!(*)6) |4 


١‏ - نفرض الحدث 4 أن اللجنة تحتوي على رجلين وامرأة واحدة . إذن عدد عناصر 


الحدث حديكرن ووب 5 6 - | ؟] »| 4 ] وبالالي د رمم . 


؟ - نفرض الحدث 8 أن اللجنة تحتوي على رجلين وامرأة بشرط أن أحد الرجال يجب أن 


1 1 


وبالتالي - ر8)م 


مثال ١ه‏ : 
اق اح تراك ابقة رجا مو رجات فإذا اختير أربعة أث خاص منهم بطريقة 
عشوائية فما احتمال عدم اختيار أي اثنين متزوجين . 
الحل : عدد الأشخاص بالحجرة 12 وبالتالي فإن عدد طرق اختيار أربعة أشخاص من بين 
2 شخص يكون 8ه | 1 وبفرض أن الحدث 4 هو اختيار أربعة أشخاص بحيث لا 
وف يي ال ام ور عقا لقن 21 ثنائيات فإن الحدث 4 يقع بأن 
يتم اختيار أربعة أشخاص من أربعة ثنائيات مختلفة وهذا يحدث بطرق عددها 1 > || 
رسيت الا يوخد طريفتاك لاعياز .قزق من عل ثناتى من الائيات الاريعة » وؤتقيسا تشاعلة 
الضرب فإن عدد طرق وقوع الحدث يكون 240 - 215 2 “22 وبالتالي فإن 
احتمال الحدث 4م يكون 

240 _ 16 


داح ع ر4م)م 
33 495 0" 


15١ 


الفصا الثالث ‏ ذالة الاحتمال 


شال ١ه:‏ 

من بين 8 رجال وزوجاقم تم اختيار شخصين بطريقة عشوائية . أوجد احتمال كل من 
١‏ - اختيار رجل وزؤجته . - اتيار رجل وسيدة . 
؟- اختيار رجل وسيدة ليست زوجته . - اختيار رجلين أو سيدتين . 


الحل : حيث أن عدد الأشخاص يساوى 16 لأهم 8 رجال وزوجاقم . إذد عدد طرق 


اختيار شخصين من 16 وبالتالي عدد عناصر فضاء العينة هو 
5 16 
اك ل 
(! 14) (!2) 2 
-١‏ نفرض الحدث فد هو اختيار رجل وزوجته وبالتالي يمثل اختيار زوج من ثهانية أزواج ويتم 


1 8 1 8 
ذلك بطرق عددها 8 ع بالا خط حك او تر 
2 09 وبانائي 15 120 ند 


؟- نفرض الحدث 8 هو اختيار رجل وسيدة ليست زوجته . إذن 


5 


حك ا 0ك 00 
5 
- نفرض الحدث © هو اختيار رجل وسيدة . إذن 
“0 
4 
د د الا يذ - (8)م 


15 16 
8 
؛- نفرض الحدث 101 هو اختيار رجلين والحدث 120 هو اختيار سيدتين وهم حدثين 
متنافيين , إذن الحدث اختيار رجلين أو سيدتين هو 1732| )7 وبالتالي 


7 28 ا 0 


1 5010 لاسن رظ1 )م 
: 
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مبادئ الاحتمالإات 


مثال ؟ه: 

صندوق يحتوى على 9 كرات بيضاء » 6 كرات سوداء , 5 كرات حمراء ونريد سحب 
مجموعة من ثلاث كرات بطريقة عشوائية بدون إرجاع 

. أوجد احتمال اختيار مجموعة من كرتين بيضاء وكرة سوداء‎ - ١ 

؟ -أوجد احتمال اختيار جموعة من 3 كرات مختلفة الألوان . 

* - أوجد احتمال اختيار مجموعة من 3 كرات من نفس اللون . 

الحل : 

حيث أن عدد الكرات بالصندوق يساوى 20 , إذن عدد طرق سحب ثلاث كرات بطريقة 


عشوائية بدون إرجاع يكون 


207 1م20 ا 
171) * (!3) 3 


١‏ - عدد طرق سحب كرتين بيضاء وكرة سوداء يكون 


06 ١و‏ 
6 -6« 36 - | إ» 
“ةا 


إذن احتمال اختيار مجموعة من كرتين بيضاء وكرة سوداء يكون 216 


1110 


؟ - يمكن اختيار مجموعة من 3 كرات مختلفة الألوان بأن نختار كرة من كل لون ويتم ذلك 


بطرق عددها 
9 0 6 
0 ح- 5 « 6 » 9 ع ن*# *» 
1 1 1 


11140 


* - الحدث اختيار مجموعة من 3 كرات من نفس اللون هو مكملة الحدث اختيار مجمورعة 
1 57 210 

3 كرات مختلفة الألوان واحتمال ذلك يكون ‏ -- لح تت - 1 

من اكرات وان و كد 111 - 1140 


يديل 


١‏ لفصر النالث ‏ دالة الاحتمال 


مثال "اث : 
سحبت كرتان من صندوق يحتوي على 4 كرات بيضاء وكرتان حمراء . أوجد احتمال ما يأب 
١‏ - الكرتان بيضاء ”7 - الكرتان من نفس اللون ١‏ ” - على الأقل واحدة بيضاء . 
وذلك في كل من الحالات الآتية : 

أولا : السحب بإرجاع . 

ثانيا :السحب بدون إرجاع . 
الحل : 
نفرض أن هوالحدث الكرتان بيضاء . 2 هو الحدث الكرتان حمراء 
أولا : في حالة السحب بارجاع 
4 


4*4 - احتمال أن الكرتان بيضاء د‎ ١ 


؟ - الحدث الكرتان من نفس اللون يعنى الحدث 4 الكرتان من اللون الأبيض أو الحدث 
8 الكرتان من اللون الأمر, أي انه الحدث 2 [| لم وحيث أن 4,2 أحداث 
متنافية , إذن (2)8 +(2)4 -(8لا172)4 وحيث أن 
2١2١1 4١/4١ _ 4‏ 
حا بجت | |يو| - )مع م )نآ 00 جح ع اا- |2 128 
9 8 9 5 9 اك بي 
5 1 


إذن 1-3 + - رهام + رمم - زهناه)م 


الحدث على الأقل واحدة بيضاء هو مكملة الحدث أن الكرتان حمراء » إذن احتمال 
على الأقل واحدة بيضاء يكون 


| -40)م 


1-2-3 - (8)م - 1د ره)م 


12-2 - |2«( |- رمعم ع1 
5 30 رك (» 

2 2١ 1١| 7 

4-3 »*[ة) +[ ة]- سم درمح رهم 2 


1 بتبيوت )اواك روت خم 
حداي1 4 1-(8)<-1-(8)م 3-2 


تآ 


ثانيا : في حالة السحب بدون إرجاع 


مبادئ الاحتماللاات 


مثال 4ه : 

سحبت ورقتان بطريقة عشوائية من صددوق يحتوى على 10 ورقات مرقمة بالأعداد من 
1 إلى 10 . أوجد احتمال أن يكون مجموعها عددا زوجيا 

. إذا تم سحب الورقتين معا‎ -١ 

؟ - إذا تم سحب الورقتين ورقة بعد الأخرى بدون إحلال . 

"* - إذا تم سحب الورقتين ورقة بعد الأخرى مع الإحلال . 

الحل : 


نفرض أن 4 هو الحدث سحب ورقتان مرقمتان بعدديين مجموعهما عددا زوجيا 


. إذا تم سحب الورقتين معا‎ -١ 
عدد طرق سحب ورقتان من 10 ورقات هو‎ 
10 10 
0 5 ا‎ 
وحيث أن الحدث فر سحب ورقتان مرقمتان بعدديين مجموعهما عددا زوجيا‎ 
يتحقق إذا كان كل من العدديين زوجيا أو كل من العدديين فرديا . وحيث انه يوجد‎ 
أعداد زوجية و5 أعداد فردية , إذن‎ 5 


عدد طرق سحب عدديين زوجيين يكون 


م - 2 
29030 (0|) /2 
(!21(*)3) 2] /0 


ووفقا لقاعدة الجمع فإن عدد طرق وقوع الحدث 4 يكون 0 - 10 +10 


وعدد طرق سحب عددبين فرديين 


إذن 
4 20 
5 د رمم 
عد 


١5ه‎ 


الفصم الثالث ‏ دالة الاحتمال 


- إذا تم سحب الورقتين ورقة بعد الأعرى بدون إحلال . 


عدد طرق سحب ورقتان من 10 ورقات بحيث يتم السحب ورقة بعد الأخرى بدون إحلال 
هو 109-90 وحيث أن الحدث 4, سحب ورقتان مرقمتان بعدديين مجموعهما عددا 
زوجيا يتحقق إذا كان كل من العدديين زوجيا أو كل من العدديين فرديا » وحيث انه يوجد 5 
أعداد زوجية و 5 أعداد فردية . إذن 
عدد طرق سحب عدديين زوجيين يكون 0 - 4 هعرة5 
عدد طرق سحب عدديين فرديين يكون 0 -4 »ياد 
ووفقا لقاعدة الجمع فإن عدد طرق حدوث الحدث 4 يكون ‏ 20-40 +20 
إذن 

40 #4 


- د رمم 
تا 


# ل إذا تم سحب الورقتين ورقة بعد الأخرى مع الإحلال . 


عدد طرق سحب ورقتان من 10 ورقات بحيث يتم السحب ورقة بعد الأخرى مع الإحلال 
هر 1010100 وحيث أن الحدث 4 سحب ورقتان مرقمتان بعدديين مجمرعهما 
عددا زوجيا يتحقق إذا كان كل من العدديين زوجيا أو كل من العدديين فرديا » وحيث اله 
يوجد 5 أعداد زوجية . 5 أعداد فردية . أذن 
عدد طرق اختيار عدديين زوجيين يكون 5 - 5 جا5 
عدد طرق اختيار عدديين فرديين يكون 5 - 5 ير5 
ووفقا لقاعدة الجمع فإن عدد طرق حدوث الحدث 4 يكون ‏ 50 - 25 + 25 
إذن 

50 [1 


عند 
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مبادئ الاحتمالاات 


مغال 285 : (المسألة الكلاسيكية لأعياد الميلاد ) 
في هذا المثال سوف نساول تجربة تحديد أعياد الميلاد لعدد 8 من الأشخاص ؛ ونبحث عن 
الاحتمال م أن تكون أيام أعياد الميلاد مختلفة لهؤلاء الأشخاص . وبفرض أن جميع السنوات 
5 يوما وإذا أخذنا في الاعتبار أن يوم الميلاد لأي شخص منهم بمكن أن يكون أي بوم ني 
السنئة وأن كل يوم من أيام السنة له نفس الاحتمال في أن يكون يوم الميلاد لشخص ما فإن 
عدد عناصر فضاء اليسة © للتجربة في هذه الحالة , أي أن عدد الطرق الممكنة لتحديد 
أعياد الميلاد لهؤلاء الأشخاص يكون 
“(365) - (85)5 
وبفرض أن الحدث 4 هو أن أيام أعياد الميلاد لهؤلاء الأشخاص مختلفة » إذن 
يمكن اختيار يوم عيد الميلاد للشخص الأول بطرق عددها 365 
وبمكن اختيار يوم عيد الميلاد للشخص الثاني بطرق عددها 364 
وبمكن اختيار يوم عيد الميلاد للشخص الثالث بطرق عددها 363 
وهكذا حتى نصل إلى إمكانية اختيار يوم عيد الميلاد للشخص رقم « بطرق عددها 
(1+م-3656) 
إذن عدد عناصر الحدث 4 . أي أن عدد الطرق الممكنة لتحديد أيام أعياد يلاد مختلفة 
شؤلاء الأشخاص يكون 


(1ج+م-366 )ا ... «* 363 <ا 364 ا 365 - (خ )1 


إذن الاحتمال م أن تكون أيام أعياد الميلاد مختلفة مجموعة با « من الأشخاص 

زه )م 

205 

(1+هس-366 )»ا ... »« 363 < 364 <ا 365 

)365“ 

وبصيغة أخرى فإن م يمثل احتمال عدم وجود أي اثنان من « من الأشخاص غم نفس يوم 

الميلاد . إذن احتمال وجود شخصين على الأقل من مجموعة من 2 من الأشخاص ويكون 
هما نفس يوم الميلاد يكون م1-8 . 


- ام 


١ /ا5‎ 


الفصز الغالثك - دالة الاحتمال 

وف الجدول الآيّ نحسب احتمال وجود شخصين على الأقل من مجموعة تحتوى على ةا من 
الأشخاص ويكون هما نفس يوم الميلاد وذلك لبعض قيم 1 وقيمة هذا الاحتملل م12 
حيث م[ تعطى من القانون 


(1+ه- 365 )»« ... « 363 «< 364 *« 365 


7 605) 
عدد الأشخاص احتمال وجود شخصين على 
!0 الأقل هما نفس يوم الميلاد 
5 01206 
10 06118 
15 062201 
20 8+) 
22 65 )1 
23 0157 
|44 6 25 057 0 
30 026 
50 0224 
60 23) 
50 04 
95 020 


ومن الجدول نلاحظ انه لقيم 23 <2 فإن احتمال وجود شخصين على الأقل هما نفس 
يوم الميلاد يكون اكبر من 0.5 أي أن الاحتمال يكون اكبر من 5096 وبالشالي يمكننا 
القول انه في أي مجموعة تحتوى على 23 شخص أو اكثر فإنه من المرجح أن يكون هناك اثنان 
على الأقل منهم هما نفس يوم الميلاد . 

وف دراسة الاحتمالات والإحصاء تعتبر مسألة أعياد الميلاد من المسائل الشهيرة منذ عام 
9 وذلك نظرا لان القيم العددية التي نحصل عليها عند حل هذا النوع من المسائل يسكون 
غالبا مثبر للدهشة وربما تكون النتيجة السابقة والتي تخبرنا انه في أي مجموعة تحتوى على 23 
شخص أو اكثر فإنه من المرجح أن يكون هناك اثنان على الأقل منهم هما نفس يوم الميلاد 
تعتبر من النتائج المثيرة للدهشة 


١5م‎ 


مبادئ الاحتمالاات 


مثغال 5ه : 
اختير عدد بطريقة عشوائية من مجموعة الأعداد ‏ ( 10000, ... ,2,3 ,1 أوجد 
احتمال أن العدد يحتوى على الرقم 5 مرة واحدة على الأقل ضمن غاناته . 
الحل : مجموعة الأعداد بالصورة ( 10000 , 9999 , ... , 0003 , 0002 ,0001) 
ونفرض الحدث :4, هو أن العدد يحتوى على الرقم 5 في الخانة رقم 1 حيث 4 15> 1 
إذن الحدث أن العدد يحتوى على الرقم 5 مرة واحدة على الأقفل ضمن خاناته يكون 
ههلا دى لاب لار4 ولحساب احتماله نستخدم القانون 

( هرذ )« (< -(:4)م 00 


1-1 1-1 1> 1> 4 


4 
زرخ  <))[‏ - زريرهاارةارد) 2ر2 + 


1-1 4 »ا >[ > ك1 


وحيث أن كل خانة يمكن أن تملا بطرق عددها 10 وهى الأرقام من 0 إلى 9 , إذن 
1 


0014 9 ل د زيمم 
10 ايك 
٠ 1‏ 1 
4 > [ز> 1>1 لاح باب ح (,4 |[).,4)ط 
ل ا ليق لايق 
4> 1 >[ > 1>1 “9 ا ا ل [)] :نش [)]:ذ)م 
ل 100 10 10 لال ل 
1 


ح (ي4!) دخ []ادة [)41)م2 

00 4 3 دة اارة4) 

نلاحظ انه يوجد 8 من الحدود بالصورة (:4) ويوجد 0 من الحدود بالصورة 
1 2 

(4 ١0خ‏ ) طويوجد 0 من الحدود بالصورة (ير4 [):4 [):2)4 ويوجد 8 


4 1 
من الحدود على الصورة ( ,4١))م‏ وبالتعريض نحصل على 


1-ة1 


4 
4 4 4 4 
ودددم- لي دكن 0 0 2 ن4[) )م 
0 (4) 1000 تا 100 (/2)ا 10 /1 : 


58 


الفصل الثالث - دالة الاحتمال 

مغال 7ه : 

كتب أحد الأشخاص 78 من الخطابات الشخصية إلى 8 من الأصدقاء ووضع كل خطاب في 
ظرف بريد وأغلقه بدون كتابة العناوين ثم بدء بعد ذلك بطريقة عشوائية في كتابة م من 
العناوين على هذه المظاريف . أوجد احتمال وجود خطاب واحد على الأقل مكتوب عليه 
العنوان مضيوط . 

الحل : 

عند طرق عانة 83 من العناوين على 2 من المظاريف يساوى !2 وهذا يمثل عدد عنلصر 
فضاء العينة . ونفرض الحدث :4 هو أن الخطاب رقم 1 تم كتابة العنوان عليه مضبوط . 
إذن الحدث وجود خطاب واحد على الأقل مكتوب عليه العسوان مضبوط يكون 
جلا ... لاجة لارة وغساب احتماله نستخدم القانون 


(رحمره) م 5 -(رمام 2 نه ٠]‏ 


كز >1 >1 ص 


ا ا د ا 


كط > [ >1 >آ 


11 

8 6 » ان 7 
1 دنا 

وحيث انه عند كتابة العنوان مضبوط على الخطاب رقم 1 فإنه يتبقى (1 - «) من الخطابات 

وعدد طرق كتابة العناوين على هذه الخطابات المتبقية يساوى !(7-1) أي أن عدد عناصر 


اللحكا ‏ ررهيم , وبللثل ر4[) 4 


بمثل الحدث كتابة العنوان مضبوط على كل من الخطاب رقم 1 والخطاب رقم ل وبالعالي 
يتبقى ( 2 - 2) من الخطابات وعدد طرق كتابة العداوين على هذه الخطابات المبقية يساوى 


الحدث إل يساوى !(7-1) وبالتالي فإن 


!(3-2) أي أن عدد عناصر الحدث 4 [4:0 يساوى!(3-2) وبالتالي فإن 
!(2-م) !(1-3) 
1 1 


ع ررة []زة)2 . وبامثل - (يرة 401 4:1 )2 وهكذا حتى 
0 56 آاده4 (آبة)م . والآن عند حساب ( جهنلا ... لاية لارة)م2 


١/6 


مادئ الاحتمالالات 


نلاحظ انه يوجد 8 من الحدود على الصورة (:4)ا7 ويوجد 1 من الحدود على 


الصورة (خ2)4)|[.4 ويوجد 8 من الحدود على الصورة (يرة |]ز4 |1ز2)4 


1 8 من اذوه كل السررة :ز ا مرجب افويض 
نخصل على 
2م 0 التحسي 3 - ر وهلا ... ناية نارهم 
1 2 0 1 
ع[ إبستترو)ء 0 م 
5 1 3 
م 1 1 5 
0 انر 
ا _) 11 5 
ع ب 
ملاحظة : 


04 
نعلم أن مفكوك الدالة الآسية ل 5١‏ - “م وبالتالي عندما مه جم فإن 


0م 
3-1 1) 1 1 3 
+ 4 سا4 د 1 اح [|ومم 
0 !3 21 1 10 
1 
) + 0 ب 1 41 1ع 
1 !3 21 
ا تياك 
0 1-0 
1-4 - 
03ت 


الفصل الثالث - دالة الاحتمال 
ونى الجدول الآيَ نحسب احتمال وجود خطاب واحد على الأقل مكتوب عليه العسوان 
مضبوط من مجموعة تحتوى على ١‏ من الخطابات لبعض قيم 2 وذلك باستخدام الكومبيوتر 
حيث تم الحساب بدقة عشرة خانات عشرية » وقيمة هذا الاحتمال تعطى من القانون 
كاز _) 
!1 


> (وذلا... لايفناية)م 


1-ا 


11 


سر دع | دما | حل 


لمكا لفت 


ْ 


عدد الخطابات ٍْ احتمال وجود خطاب واحد على الأقل 


مكتوب عليه العنوان مضبوط 


007 '6ه©*066'2|) 


اسح رو مكحيو اكاك او ا اا 51 223051910901070 از سناد ادال سف سام 1ص ا ود لور جد 3 1210101313 


(0 0073 9 
00617 10 

| 08 11 
016221017 12 
16698 13 

(0 838 14 
06098 | 15 
6698 50 
698 100 
6069838 1000 
1612198 2000 


| 10 
0.5 


0225 
3*ظ0)6) 
01*1+4))) 


0) 71 
(0) 06 


أي انه حتى وأن كان عدد الخطابات كبير جدا في هذا المثال فانه توجد فرصة جيدة تصصل 
إلى 90 63 لان يكون واحد على الأقل من هذه الخطابات قد كتب عليه العنوان مضبوط 
ويلاحظ أندا حصلنا على هذه النسبة 9/0 63 بدأ من 5 - 8 كما انه بدأ من 13 - م فإن 
قيمة الاحتمال تكون ثابتة لعشرة خانات عشرية وهذه تعتبر من النتائج المثيرة للدهشة . 


حن 


مبادئ الاحتمالات 


ععقرذ ختللتطدطوعط عكتسكمسآا علطمتسمامه 
إذا كان فضاء العينة 8 فضاء لا فائي قابل للعد مثلا ( -..ء و52و 5-151 فإنه كما 


في حالة فضاء الاحتمال المنتهى يمكن الحصول على فضاء احتمال عن طريق تخصيص عدد 
حقبقي ,م لكل حدث أولى 8 © :و وهذا العدد الحقيقي يسمى احتمال بوه وهذه 
الأعداد تحقق الخواص الآتية : 

1 .و 0< بص -(1 


06 
1- ررح -(2 
5 


ويكون الاحتمال 2)4 للحدث 4 هو مجموع احتمالات العناصر التي تنتمي إلى 4 . 
مقال 8ه : 

مرة فإن فضاء العيئة لهذه التجربة يكون (©, ... ,58-41,2,3 حيث الرمز © يمثلى 
حالة عدم ظهور الصورة على الإطلاق على الرغم من إلقاء قطعة النقود عدد لإفسائي من 
المرات , وفى هذه التجربة فإن فضاء العيئة يكون لا فهائي قابل للعد وكل حدث أولى في 5 يمثل 
عدد مرات إلقاء العملة المعدنية حتى يظهر وجه الصورة لأول مرة ؛ ويمكن الخحمول على 
فضاء احتمال بالتخصيص التالي 


1 1 1 
0 -(م6)طم2 1 لو السكرم)؟ 0 ل 
وهذه الأعداد تمثل متتابعة هندسية حدها الأول - وأساسها 8 ومجموعها 


ا 1 ع 
1-17 2 21م 1 
وبفرض أن 4 هو الحدث ظهور الصورة لأول مرة بعد الرمية الخامسة على الأقل فإن هذا 
با روه .. وهكذا . إذن 
1 


لاك كه -1-(ع)م 1-5 م 4)م 
رك 2-7 مه ير -(مام للا - ره 


0 


4 


١ 


الفصا الغالث ‏ دالة الاحتمال 
2 -2 :قضاء الاح 
502 "االنطقطوعظ عا)تساله] عاطدغسسمع دنا علطقطمعم-أسوئا 


إذا كان فضاء العيئة 5 فضاء لا فائي غير قابل للعد فإنه لا يمككن تخصيص عددا حقيقيا 
لكل عنصر ,5 ولكن عندما يكون هناك مقياس هندسي محدود (5) 702 لفضاء العيسة 8 
فإنه لكل حدث 8, يتم حساب هذا المقياس المندسي ( 4 ) 2113 وهذا المقياس المندسمي 
امحدود قد يكون الطول أو العرض أو المساحة أو الحجم وبشرط أن يتم اختيار النقاط فيه 
بطريقة عشوائية وبالتالي يصبح احتمال الحدث 4م ؛ أي احتمال أن تنتمي النقطة المختلرة إلى 
:هو خارج قسمة المقياسين كالآنَ 


وفضاء العينة اللافهائي مع دالة الاحتمال 28 في هذه الحالة يسمى بفضاء الاحتمال المنتظم 
اللاهائي الغير قابل للعد , وصفة الانتظام هنا تعنى أن جميع عناصر فضاء العينة متساوية في 


احتمال حدوثها . 


مثال 5ه : 
ع حبار يقطة تلأريقة مسورية تفيل القدزة [ 19 ع اعقنال انارق هذه لطس سن 
العدديين 3,5 ؟ 
الحجل: 
نفرض أن الحدث 4 هو وقوع النقطة بين 5 ,3 . فضاء العيئة 5 هوالفترة [9,]] 
والمقياس المندسي النحدود هو الطول , أي أن ( 5) 18 يمثل طول الفترة [ 1,9] أي البعد 
بين العدديين 1,9 وأيضا (12)/4 يمثل البعد بين العدديين 3,5 وبالتالي 

2 --5-3- (4)ر 1 9-1-8 -(11)5 


إذن 


١/4 


مبادئ الاحتماللاات 


:5٠. مثال‎ 

اختيرت نقطة بطريقة عشوائية داخل دائرة » أوجد احتمال أن تكون النقطة أقرب إلى مركز 
الدائرة منها إلى محيط الدائرة . 

الحل : 


ل 


نفرض أن 5 قثل مجموعة النقاط داخل دائرة نصف قطرها 7 ونفرض أن كم تمثل مجموعة 
التقاط داخل الدائرة المستركة معها في المركز ونصف قطرهط 7 إذند 4 تغل نقاط 
الدائرة الداخلية التي تكون اقرب إلى مركز الدائرة منها إلى حيط الدائرة الخارجية 5 , 
والمقياس الهندسي امحدود هو المساحة , أي أن 

(5 )2502 بمثل مساحة الدائرة الخارجية 58 
وأيضا 

( 4 )72 يمثل مساحة الدائرة الداخلية كر 


إذن الاحتمال 0 أن تكون النقطة أقرب إلى مركز الدائرة منها إلى محيط الدائرة هو 


١/5 


الفصا الثالث - دالة الاحتمال 

:5١ شال‎ 

مستطيل طوله 12ح 8 وعرضه 022 6 اختيرت نقطة بطريقة عشوائية داخل اللمستطيل » 
الحل : 


امحل الهندسي لنقطة تتحرك بحيث تكون أقرب بمقدار 018 2 عن رأس من رؤوس المستطيسل 
بمثله النقاط ١‏ وبالتالي المساحة ) الواقعة داخخل ربع دائرة مركزها هذا الرأس ونصف قطرها 
3 2 وحيث أنه يوجد للمستطيل أربعة رؤوس » وبفرض أن الحدث 44 هسو أن تكون 
النقطة أقرب بمقدار 013 2 عن كل رأس من رؤوس المستطييل , إذن الحدث 4 بملله 
المنطقة المظللة بالرسم والواقعة داخل دائرة نصف قطرها 013 2 وفضاء العيمنة 8 بمثلسه 
المستطيل والمقياس المندسي المحدود في هذه الحالة هو المساحة , أي أن 
(2)5 بمثل مساحة المستطيل 5 
وأيضا 


(4)س بمثل مساحة الدائرة 4م 


إذن الاحتمال 7 أن تكون النقطة أقرب بمقدار 20 2 عن كل رأس من رؤوس 
المستطيسل يكون 


عر هع ر لمر 


7)58( 6*8 012 


كلا 


مبادئ الاحتماللات 


مثغال ؟”": 

مثلث متساوي الأضلاع طول ضلعه 017 18 اختيرت نقطة بطريقة عشوائية داخل المنلسث 
أوجد احتمال أن تكون النقطة أقرب بمقدار 55© 3 عن كل رأس من رؤوس المثلث . 
الحل : 

امحل الهندسي لنقطة تتحرك بحيث تكون أقرب بمقدار 38© 3 عن رأس من رؤوس مثلثُ 
متساوي الأضلاع يمئله النقاط الواقعة داخل قطاعا دائريا زاوية رأسه ”60 ومركزه هذا 
الرأس ونصف قطر دائرته 580 3 » وحيث أنه يوجد للمنلث ثلاثة رؤوس وبفرض أن 
الحدث 4 هو أن تكون النقطة أقرب بمقدار 10© 3 عن كل رأس من رؤوس المنلث »ء 
إذن الحدث 4 يمثله المنطقة المظللة بالرسم والواقعة داخخل القطاعات الدائرية الغلاث والتي 
تشكل نصف دائرة نصف قطرها 083 3 وفضاء العيئة 5 بمثله المثلث والمقياس الهندسي 
المحدود في هذه الحالة هو المساحة , أي أن ( 5 ) 23 بمثئل مساحة المدلث 5 وأيضا ( 4 )13 
بمثل مساحة نصف الدائرة م . وحيث أن مساحة المثلث تساوى حاصل ضرب طول نصف 


القاعدة في طول الارتفاع 1 » إذن 


كل م 


9/3 كاد برو - "07 هذه 18 - ا 


3 81 - (9,7/3 )18 »د د رقم 


97 2 1 
- - (3)ج -- (4)تر 
حعتك َ (4) 
إذن الاحتمال م أن تكون النقطة أقرب بمقدار 3183© 3 عن كل رأس من رؤوس المثلث 


91 _ نخاس _ 


7 
20)5( 281/3 8/3 


يفنل 


ل الغالث ‏ دالة الاحتمال 


مثال ”5 : 

مكعب طول ضلعه 011 20 يراد اختيار نقطة بداخله بطريقة عشوائية . أوجد احتمال أن 
تكون النقطة على بعد 07 3 على الأقل من كل رأس من رؤوس المكعب . 

الحل : 


النقاط التي تكون أقرب بمقدار 01 3 عن كل رأس من رؤوس المكعب هي النقاط الواقعة 
داخل تمن كرة مركزها هذا الرأس ونصف قطرها 051 3 وحيث أنه يوجد للمكعب ثمانيِة 
رؤوس وبفرض أن الحدث م هو أن تكون النقطة على بعد 2ه 3 على الأقل من كل 
رأس من رؤوس المكعب , إذن الحدث ف يمثله مجسم المكعب مطروح منه مجسم الكرة التي 
نصف قطرها 1 3 وفضاء العينة 5 بمثله مجسم المكعب بالكامل والمقياس الهندسي المحدود 
في هذه الحالة هو الحجم , أي أن (71)5 يفل حجومالمكعمب وأيضا ( 4 ) 108 
بمثل حجم المكعب مطروحا منه حجم الكرة . إذن الاحتمال م أن تكون النقتطة على 
بعد 0 3 على الأقل من كل رأس من رؤوس المكعب يكون 


2200 5 


7 8000-36 _ زة )لم 


8000 20 د 


١/4 


مبادئ الاحتمالاات 


مفال 584 : 

اختيرت نقطتان ط , 8 عشوائيا على خط الأعداد بحيث أن 0> ط>4- , 5 > ه> 0 
أوجد احتمال أن تكون المسافة بين النقطتين أقل من 13© 6 . 

الحل : يتم اختيار النقطتان , 2 على خط الأعداد كما هو موضح بالرسم 


ويتكون فضاء العينة 5 في هذه الحالة من الأزواج المرتبة (8,1) الواقعة في المنطقة المستطيلة 
الموضحة بالشكل وبفرض أن الحدث 4 هو أن تكون المسافة بين النقطتين أقل من 13© 6 
فإن الحدث م بمثله مجموعة النقاط (8,1) من فضاء العينة 8 والتي تحقتق الشرط 
6 > 2-8 أي أن الحدث 4 هو المنطقة المظللة بالشكل والواقعة فوق الخخط المستقيم 
6 -«خم-<خ ولمقياس المندسي المحدود في هذه الخالة هو المساحة .أي أن (5) 78 يمفلى 
مساحة المستطيل 5 وأيضا ( 4 ) 13 بمفل مساحة المنطقة المظللة التي تفل الحدث م 
وبالتاليي ( 4 ) 1 بمثل مساحة المستطيل مطروح منها مساحة المثلث القائم الزاوية الذي 
طول كل من ضلعي القائمة يساوى 3 كما هو واضح بالرسم من نقاط تقاطع المستقيم 
بالمستطيل (4-,1(,)2-,5) . إذن 


الفصم الغالث - دالة الاحتمال 

مثال ©5 : 

اتفق صديقان على أن يلتقيا في مكان ما بين الساعة السابعة والساعة السابعة والنصف على أن 
ينتظر الشخص الذي يصل أولا مدة عشرة دقائق فإذا لم يأيّ الشخص الآخر يترك الشخص 
الذي وصل أولا المكان . فإذا افترضنا أن وقت وصول كل منهما عشوائي فما هو احتمال 
افهما سوف يلتقيان . 

الحل : 

ا الصديقان اتفقا على أن يلتقيا بين الساعة السابعة والساعة السابعة واللمف أي في 
فترة زمنية مقدارها 30 دقيقة لذلك نمثل الوقت الذي سيصل فيه الشخص الأول على محور 
والوقت الذي سيصل فيه الشخص الثاني على محور ل كما مبين بالشكل 


3 


0,10 


5 
علء016)» 7:30 10,0 عل16ي)» 7 


حيث أن الشخص الذي يصل أولا ينتظر مدة عشرة دقائق ٠‏ إذن يلتقي الشخصان إذا كان 
0 > إلا - « | أي أن الشخصان يلتقيا إذا كانت النقطة ( لإ , * ) والتي تمغل وقت 
وصول كل من الشخصان تقع في الجزء المظلل بالرسم . وبفرض أن الحدث 4 هوأن 
الشخصان يلتقيا , إذن الحدث 4 بمئله المساحة المظللة بالرسم وفضاء العينة 5 يمثله المربع 
والمقياس الحندسي النحدود في هذه الحالة هو المساحة , أي أن ( 5 ) 21 يمثل مساحة المربع 8 
وأيضا ( 4 ) 20 بمثل مساحة المنطقة المظللة . وحيث أن 

0- (20 :20 »رط ) :2 - 900 - زم)م ف 30(2-900) -(8)م 


إذن احتمال التقاء الشخصان ( )2 يكون 


5 500 _ رفاس - (4)م 
9 900 (7)5 


١م‎ 


مبادئ الاحتمالاات 


0 -اتصال دالة الاحتمال 
]ا اأطهطهءظ2 5ه )آنا نمه 
نعلم أن الدالة 12[ جه 1:12 تكون متصلة عند النقطة © على خط الأعداد +1 
إذا كات (©)1 - ()1 11133 ويقال أنها متصلة على خط الأعداد 12 إذا كانت 
اح 


متصلة عند جميع النقاط +1 © © ؛ وكذلك نعلم أن اتصال الدالة 1 على خط الأعداد 14 

له التعريف المكافى الآنّ : 

تعريف ” : 

0000 الدالة 8 ج 1:12 تكون متصلة على خط الأعداد 12 إذا وفقط إذا كملن 
لكل متتابعة تقاربية ,و( م<] في 12 فإن 


(ج< ”نا ) 1 - (ى)1 دزا 
مه ج11 ج11 


ودالة الاحتمال [0,1] جه (58)م :8 تحقق هذه الخاصية ولتوضيح ذلك نحتاج أولاً 

إلى بعض التعاريف الحامة . 

تعريف 4 : 
لمتتابعة 51[ برخ ) من الأحداث من فضاء العينة لتجربة عشوائية ما تسمى 
متتابعة تزايدية إذا كاك ...ا كح إبوة اح بيذع ... نه يذفى رذ 
أي أن 1<م 9 ببيقفي رذ وتسمى متتابعة تناقصية إذا 


كان ... 3ت إبوة د برذفد ... د يداد رهم أيأن 


١م‎ 


١‏ لفصا الغالث ‏ دالة الاحتمال 


تعريف © : 
للمتتابعة التزايدية من الأحداث 21[ 4 ! فإن الرمر ول 1182[ بحفل 
0ج 11 
وقوع واحد على الأقل م نالأحداث 1<1 , بم أي أن 
4 لا - 4 0 وبالمثل للمتتابعة التناقصية من الأحداث 9[ م4 ) 
0 وى هذا يمثل وقرع كل الأحداث 1<1 لا إلم أيأن 
6ج 11 
60 
نه [] > رذ سنا 
8 هجح م 
والنظرية الآتية توضح لنا أن دالة الاحتمال تحقق خاصية الاتصال . 
نظرية 3٠١‏ : 
لأي متتابعة من الأحداث 


!بر ) تزايدية أو تناقصية فإن 


زوه ا كر جذ)2 دزا 


00 
البرهان: 
لحالة الأول : متابعة الأحداث وسم [ 8 ) تزايدية 


في هذه الحالة نفرض المتتابعة 01[ 18 ) المعرفة كالآني 
درة - رذ درظآ وعءم و جيذ - و -ح و8 , بة دره حداوظ , 4 درك 


إذن 21[ ,183 )1 متتابعة من الأحداث المتنافية مثنى مثنى وتحقق 


إلا 
,8-1,2,3 0 , 30 


7 


لل 
ع 


كت كت 
إذن 4 ل]) - :8 []) «باستخدام مسلمة الاحتمال الثالثة 


(,8)م؟ سنا -(:8)م2 - 8 ل)” -(رم )م د (ية سنل) م 


(يذ <)4‏ صصسزا - به ل))م ذا - ره )م دما - 


اا 


وهذا يثبت النظرية في حالة المتتابعة التزايدية . 


85م 


مبادئ الاحتماللاات 


الحالة الثانية : متتابعة الأحداث و[ ,ره ) تناقصية 


في هذه الحالة 


أى أن 


إذن المتتابعة 01[ مل ) تزايدية وبالتالي 


(ربه []))< -1 - (بن [)])« - مذ سنا) م 
1-1 1 -: 6 +1 


20 
(ئهف)< صا -1 ع (مه سنا )م -1 - ريه ل])< -1- 


6 ج11 1-1 
(ي4)< سظط +1-1 - ((روذخ)< -1) صز[ل -1- 
0 ج١1[‏ ج 11 
(مذ)م صنئا - 

ج11 


وهذا يثبت النظرية في حالة المتنابعة الساقصية . 

مثال 55: 

2021+7 _ 
م6 


نفرض 51[ ,4 ) متتابعة متزايدة من الأحداث بحيث أن > (رخا)م 


أرجد (إى |])م 


1-1 
الحل : 
2 9 لف 0 
ره [لا)< -1 - ( به [ا) )”7 - (نه | ])م 
1-1 1< 1< 
(يذ)2 صلا -1 - ررذة صذا )< -1 - 
موج1 ج11 
2012147 7 7 تر 
ه6 "" 1ك 658020 اع ووينئز -1 - 
موجل1[11 
1 


١م‎ 


الفصا الثالث ‏ دالة الاحتمال 


1 الاحتمالآات 0 و1 1 0لصة 0 _ذ5ع1)اأطقطممط 
الأحداث ذات الاحتمالات 0 و 1 يجب ألا تسبب لنا أي سوء فهم , فإذا كان م حدث 
بحيث أن 0-<(2)4 فإنه من الخطأ القول أن الحدث 4م هو حدث مستحيل © - لم 
وكذلك إذا كان 18 حدث بحيث أن 1 - (2)1883 فإنه من الخطأ القول أن الحدث 8 هو 
فضاء العينة 8 - 13 ؛ وف الحقيقة هناك تجارب عشوائية بما عدد لا فائي من الأحداث 
المختلفة وكل منها احتماله يساوى 0 وكذلك هناك تجارب عشوائية يما عدد لا فائي من 
الأحداث المختلفة وكل منها احتماله يساوى 1 والمثال التوضيحي لذلك هو تجربة اختيار نقطة 
عشوائيا من داخل الفترة المفتوحة (1 ,0 ) ومن المعلوم أن كل نقطة في الفترة (1, 0 ) ها 
تمثل عشري بالصورة ... ,0 ,0 ,0.0 حيث 9 > :0 >0 وبالتالي فإن هذه التعجربة 
العشوائية تكافئ اختيار عدد لا نمائي من الخانات العشرية بطريقة عشوائية » وقد يكون عدد 
الخانات منتهى وهذا يحدث في حالة أن جميع الخانات تكون أصفار من بعد خانة عشرية معينة 
فمثلا لحساب احتمال الحدث 172 والذي يعنى اختيار العدد 1 من الفترة ( 1 , 0 ) وبمعنى 
آخر الحساب احتمال اختيار العدد ...0.3333333 نفر جل متايعة الأحداث 1س[ ,4 ) 
حيث فم هوالحدث اختيار 72 من النفانات العشرية كل منها 3 أي أن 4 هوالحدث 
اختيار العدد 0.3 . والحدث يرل هواختيار العدد 0.33 . و4 هوالحدث اختيار 
العدد 0.333 وهكذا ,هو الحدث اختيار العدد 33 ... 0.3333 والذي يحتوى على 2 
من الخانات العشرية . وحيث أن وقوع الحدث ,8 يضمن وقوعالحسدث إررر4 إذن 
د ربورة د رعذ د ... 2< رةُ د رم وحيث اله ي حد عشرة من 
الاختيارات لملا الخانة العشرية الأولى وهى أرقام العد 0,1,2,...,9 ونريد أن نملا الخانة الأولى 
بالرقم 3 فقط . إذن 0 
العشرية الأولى والثانية 3 9 ونريد أن غلا الخانة الأولى والثانية بالرقم 3 
فقط , إذن 0-5 ني وبالمئل يوجد 1000 من الاختيارات للا الخانة العشرية 
الأولى والثانية والالئة وهى 999 , ... , 002 , 001 , 000 ونريد أن نفلا الخانة الأولى 
والغانية والثالثة بالرقم 3 ١‏ إذن -روم)س وبوجه عام نحصل على 


- 1 ) طم وحيث انه يوجد 100 من الاختيارات لملا الخانة 


)02 


184 


مبادئ الاحتمالاات 


0 
1[<ملا ك2 (يه)2 رحيثان + - .03333333333 - يه 0 
0( 3 ادم 
١ ْ‏ 1[ م. 
إذن احتمال الحدث 737 الذي بمثل اخختيار العدد 9 يكون 
3١‏ 0 
0 - هنا - زره )م صا ذه ا )م - مذ )١‏ |<-(8)م 
"(10) مجم مه حدر جدعم ان 


إذن احتمال اختيار العدد 1 من الفترة (1 ,0 ) يساوى صفر . ونلاحظ أن ما حدث مع 
3 


العدد 1 يحدث بلمثل لأي عدد ... 0.04142703 فيالفترة (1 و0 )حيث 
3 


9 >0 وايضاً يحدث بالمثل لأي عدد في أي فترة (8,6) «بالتالي نصل إلى 
النتيجة الحامة الآتية : 


احتمال اختيار أي نقطة بطريقة عشوائية من داخل الفترة ( 0 ,8 ) يساوى صفر . 


وبالتالي يمكننا القول انه لأي حدث احتماله صفر فأنه ليس من الضروري أن يكون هو الحدث 

المستحيل © وبالمئل لأي حدث احتماله 1 فأنه ليس من الضروري أن يكون هو فضاء 

العينة 5 للتجربة . فمثلا في تجربة انيار نقطة من الفترة ( 1 , 0 ) بأخذ الأحداث 

(0,1)ع+ ٠‏ (غ)-(0,1) 8,2 

وحيث أن لكل (0,1)ع) فإن 0 -(())2 إذن يوجد عدد لا فائي من الأحداث 

المختلفة ( +1 واحتمال كل منها يسارى 0 وف نفس الوقت أيا منها لا يمل © وكذلك 
1[-1-0-(()) -1-(())) - لظ)م 

أي أنه يوجد عدد لا فهائي من الأحداث المختلفة +8 واحتمال كل منها يبساوى 1 وفى 

نفس الوقت أيا منها لا بمثل فضاء العينة . 

مثال 59 : 

اخغيرت نقطة عغوائيا من الففرة (0,100) أوجد احتمال أن تكون عدد صحيح . 

الحل : حيث أن احتمال اختيار أي نقطة بطريقة عشوائية من داخل الفترة (0,100) يساوى 

عفر + إذن اتشهال انا مكون النقطة فيدل عدوا محيحا يسار مقن ايا 


١مه‎ 


1 الغالك - دالة الاحتمال 


رع ]| لررمءع] عاملوط أو (نروألأاععاع5 ررملمومجع 


في البند السابق وضحنا أن احتمال اختيار أي نقطة بطريقة عشوائية من داخل الفترة 
(,2) يساوى صفر , وبالتالي إذا كان (8,5) ح [0,8] فإن الأحداث التي تتفل 
اختيار نقطة عشوائيا واقعة في أيا من الفترات [ثاء») , (8ر»ه] , (8,»ه) , [لريه] 
يكون جميعها متساوية الفرصة في الاحتمال وذلك لأن وجود أو عدم وجود نقاط الأطراف في 
الفترات لن يؤثر في قيمة الاحتمال , والآن حيث أن النقطة فخه هي منتصف الفسترة 
(2,5) ء إذن في تجربة اختيار نقطة عشوائيا من داخل الفترة ( 2,5 ) فإن الاحتمال 
رم للحدث الذي يمثل وقوع النقطة في الفترة طية,ه) يساوى الاحتمال 2[ 
للحدث الذي يمثل وقوع النقطة في الفترة ,كه | أيأن م - رم ء وحيث أن 
الحدثان متنافيان واتحادهما هو الفترة ( 8,5 ) والتي تمفل فضاء العينة للتجربة ء إذن 
1 - جم + ,م وبالتالي خصل على ب - وم - رم أي أنه في تجربة اختيار نقطة 
عشوائيا من الفترة (8,8) فإن احتمال أن تقع هذه النقطة في الفسترة الجرئية 
[طيد,.) يساوى احتمال وقوع النقطة في الفترة الجزئية [ هيه | وكل 
منهم يساوى د ونلاحظ أن طول كل من هذه الفترات الجزئية يساوى نصف طول الفترة 
(81) وبلمثل إذا قسمنا الفترة ( 2,6 ) إلى ثلاث فترات جزئية متساوية بواسطة 


النقاط 2خجة 5 انط فإن - جم ح رم حيث د 22ر2 


3 3 
هسي احتمالات أن النقطة النبتي تم اخنيارهها تقعفي الفترة الجزئية 
0 عند | | جه قبع | #عمة 0 على الترتيب » وهذه 
٠ 3 8‏ 3 0 


3 3 


الأحداث متنافية مئنى مننى واتحادها هو الفترة ( ط وهة)ءإذن 1- وم+ رمع رم 


: 1 ا 1 
وبالتالي نحصل على - ع وم - جم - وم ونلاحظ أن طول كل من الفسترات 


الجرئية يساوى ثلث طول الفترة ( 8 ,2 ) وبوجه عام يمكددا صياغة النتيجة الآتية : 


كلمل 


مبادئ الاحتماللات 


في تجربة اختيار نقطة بطريقة عشوائية من الفترة ( ١‏ , 2 ) فإن الفترات الجرئية 


والمتساوية الطول من الفترة  (‏ ,2 ) يكون فرصة وقوع النقطة في أيا مها 


متساوي وإذا كانت (0,8) فترة جزئية من ( 8,5 ) فإن احتمال وقوع 


النقطة في الفترة الجرئية (0.,8) يساوى © - 8 . 
هط 


وهذه النتيجة سبق وان تعاملنا معها بدون أن نوضحها عندما تعاملنا مع مقياس الطول فى 
فضاء الاحتمال اللانمائي الغير قابل للعد في البند 4 من هذا الفصل , وكما وضحنا الآن فإن 
اختيار نقطة بطريقة عشوائية من فترة يكافئ اختيار عدد لا ائي من الخانات العشرية وهذا أن 
كان يجوز من الوجهة النظرية لكنه مستحيل من الوجهة العملية » ولكندا سوف نتفق على انسه 
عند الحديث عن تجربة اختيار نقطة بطريقة عشوائية من الفترة (3,5) فإننا موف نتخيل كمد 
لو أن هناك صندوق كبير يحتوى على عدد لافهائي من الكرات المتميزة وكل من هذه الكرات 
بحمل رقم مأخوذ من الفترة (,2) ثم قمدا بخلط الكرات معا وبالتالي كل من هذه الكرات 
والتي هي في حقيقة أمرها أعداد من الفترة (,8) يكون فا نفس الفرصة في السحب وعلى 
ذلك فإن تجربة اختيار نقطة بطريقة عشوائية من الفترة (ط,8) أصبحت تكافئ تجربة سحب 
كرة من هذا الصندوق ثم النظر إلى العدد الذي تحمله هذه الكرة المسحوبة. 
مثال 58 : 
تصل حافلة ( أتوبيس ) إلى أحد المخحطات كل يوم في وقت عشوائي بين الساعة الواحدة 
والساعة الواحدة واللصف ظهرا . إذا وصل شخص إلى اخطة الساعة الواحدة ظهرا تماما 
فأوجد احتمال أن هذا الشخص سوف يضطر إلى الانتظار على الأقل 10 دقائق . 
الحل :فضاء العينة هو الفترة الزمنية من الساعة 1:00 إلى الساعة 1:30 ومدقًا 30 دقيقة 
رايد أن هذا الشخص سوف يضطر إلى الانتظار على الأقل 10 دقائق يعسنى أن الحافلة 
يمكن أن تصل إلى امخطة بعد مرور عشرة دقائق أي في الفترة الرمنية من الساعة 1:10 إلى 
2 20 


الساعة 1:30 ومدقّا 20 دقيقة. إذن الاحتمال المطلوب م7 يكون 3 0 - م 


١ما/‎ 


الثالث - دالة الاحتمال 


أوجد التكرار النسبي للحدث 
١-ظهور‏ العدد 3 . - ظهور عدد أولى . 
؟"-ظهور العدد 6 . ه-ظهور عدد أقل من 4 . 
* - ظهور عدد زوجي . 5 - ظهور عدد أكبر من 3 , 


؟ - إذا كان احتمال ان يتخرج أحد الطلاب من الكلية بتقدير امتياز أو بتقدير جيد جسدا 
يساوى 0.82 وإذا كان احتمال ان يتخرج هذا الطالب بتقدير جيد جدا يساوى 0.6 
فأوجد احتمال أن يتخرج هذا الطالب بتقدير امتياز . 

"ا - إذا كان احتمال ان يلتحق أحد الطلاب المتفوقين بكلية الطب أو كلية الصيدلة بجامعمة 
عين خمس يساوى 0.95 وإذا كان احتمال ان يلتحق هذا الطالب بكلية الصيدلة 
2 فأوجد احتمال أن يلتحق هذا الطالب بكلية الطب . 


؛ - نفرض أن 8 , م حدثان بعيث أن 3 نام 1 -(2)8 , <- رمم 
أوجد قيمة النابت ع! في حالة أن 18 , خ, حدثان منافيان . 
ه - إذا كان 83 , م حدثان معافيان وكان 0,35 - (2)183 , 0.55 - (4م)2 أوجد 


(“ظنا'ه)2 , ('ظلمنف)مط -3 (5زاذ)ط , (408)م -1 
(“ظناذ)م , ('4)018)< 4-2 (8)م 2‏ .و )طم -2 


مما 


مبادئ الاحتمالات 


5 - أحد شركات التامين على الحياة تصدر ثلاث وثائق مختلفة للتامين 8,600 و4 ويحق 
لأي شخص أن يختار نوع واحد فقط من الثلاث وثائق للتامين على حياته . تم اخيار 
شخص بطريقة عشوائية من عملاء الشركة الذين تم التامين على حياقم فإذا كان احتمال 
أن هذا الشخص يتبع الوثيقة 4 هو 0.45 واحتمال أن يتبع الوثيقة 8 هو 0.4 
أوجد احتمال أن هذا الشخص يتبع الوثيقة © , 

/ا - أوجد احتمال ظهور الصورة في تجربة إلقاء عملة معدنية غير متزنة إذا علمت أن 
أرجحية ظهور الصورة هي النسبة 5:3 . 


8 - أوجد احتمال فوز أحد المتسابقين في سباق للسيارات إذا كانت أرجحيته هي 5 إلى 12. 


4- احتمال أن ينجح طالب في مقرر الرياضيات هو 0.92 واحتمال أن ينجح في مقرر 
الفيزياء هو 0.87 واحتمال أن ينجح في المقررين معا هو 0.83 فما هو احدمال أن 
ينجح الطالب في مقرر منهم على الأقل ؟ 

٠‏ - نفرض أن 2 , 4 حدئثان بحيث أن 

2 (2)48 , 0.35 ع (2)8 , 0.6 - (4)م 
أوجد كل مما يأب : 
('8نا'ه)م , ('18'ها)ط -3 ر(ظلاه)م -1 
('قلاهف) , ('8[)ه)- -4 ('2)8 0 ىو ('ش)ط -2 


5- إذا كان 8 , ف حدثان بحيث أن 8 ح ل وكان 0.85 -<(2)8 ,0,55 -<(4)م2 


فأوجد ما يأ : 
(8لا'ف)م , ('8ل'ه)م -3 (8لاذ)< , (408)م -1 
هلاخ)0 , (8اله)م -4 ((8)م ‏ .ىو 5ه)م -2 


- إذا كان 1290 من سكان أحد المدن لهم فصيلة الدم *0) وكان 590 هم فصيلة 
الدم 07 اخترنا أحد سكان هذه المدينة بطريقة عشوائية . أوجد احتمال أن تكون 
فصيلة دمه 0) . 


1ك 


١‏ لفصاٍ النالث - دالة الاحتمال 


-١#‏ في أحد المدن يوجد ثلاثة أندية اجتماعية 4,123,600 .تم اختيار شفخص بطريقة 
عشوائية . فإذا كان احتمال أن هذا الشخص مشترك في للادي 44 هو 0.35 
واحتمال أن يكون مشترك في النادي 8 هو 0.55 واحتمال أن يكون مشترك في 
النادي ©6 هو 0.3 واحتمال أن يكون مشترك فى كل من 8  ,‏ هو 0.25 
واحتمال أن يكون مشترك في كل من ©) , 4 هو 0.2 واحتمال أن يكون مشترك فى 
كل من 18,60 هو 0.15 واحتمال أن أن يكون مشترك في ألاندية الغلائة هو 0.1 
أوجد احتمال كل من الأحداث الآتية : 

. الحدث أن هذا الشخص مشترك في نادي واحد على الأقل‎ -١ 
؟ الحدث أن هذا الشخص غير مشترك في أيا من ألاندية الثلاثة.‎ 


5 - )2,0,2,0 ( نفرض أن فضاء العينة 5 لتجربة عشوائية ما هو فضاء منتهى‎ -١4 
. 8 وضح أيا من الدوال الآتية تعرف فضاء احتمال على فضاء العينة‎ 


1 1 1 2 
- ()1]2 78 2 | 5 - 9(9[)م2آ 5 باح | -1 
5 )20 1 ع( 3 )0 َ )2( 

1 1 -1 3 

<-(5)0 ا ل , جددن)م . 2 (م)م ‏ .ى خ--(ه)م 2-0 
١ (0) 7‏ ع( 5 )م 5 )0( 

ل د رو)م رمم - (ط)م ووم -3 
2 7 4 لان 5 

1 1 1 5 

--- 0 صصح ا الشس ع - 4 
5 (2)0 00 )2 0 رط)م 0 (ه)م 

1 1 1 5 

تح (0)ه ‏ الى خجد )2 الى ع (م)م 0 م بسح رونم -5 
1 20 6 )ع( 7 رط 1 )22 


6- نفرض أن (2 ,8 ) فضاء احتمال حيث (2,6,0,0 8-4 
١-أوجد‏ (2)8 إذاكان 0,125 -(2)08 , 0.25-<(2)0 , 0.3-(2)0. 
؟ -أوجد ()2)8(,2 إذا كان 0.25- (2)0 - (ع2)0 , (22)8-(2)8. 
* -أوجد (2)2 إذا كان 0,65 - (عرط)ظ , 0.5 - (0,ط8)< , 2)0(20.3. 
4 -أوجد (2)8 إذاكانت ‏ 0,85 -(0,ع,ط)2 . 
ه - أوجد احتمال كل من عناصر 5 إذا كان (48)0 > (32)0- (22)0-(2)08. 


15٠ 


مبادئ الاحتمالاات 


١5‏ -في أحد المستشفيات وجد أن عدد المرضى فى أحد الأيام والذين يترددون على عيادة 
الأسنان أربعة أمثال الذين يترددون عل عيادة الباطئة وضعف الذين يترددون على عيادة 
العيون وعدد المرضى الذين يترددون على عيادة العيون سبعة أمئال الذين يترددون على 
عيادة مرضى السكر . تم اختيار أحد المرضى فى هذا اليوم بطريقة عشوائية » وبفرض أن 
أيا من المرضى فى هذا اليوم يذهب إلى عيادة واحدة فقط من هذه العيادات الأربعسة, 
أوجد احتمال أن يكون هذا الشخص فى هذا اليوم 
١‏ - لم يذهب إلى عيادة الباطنة , 


؟ - ذهب إلى عيادة الأسنان أو عيادة العيون . 


١١‏ - يتسابق ثلاثة أشخاص ) , 8 ,ل في سباق للسيارات . فإذا كان احتمال فوز هر 
هو ثلاثة أمئال احتمال فوز 13 واحتمال فوز 1 هو نصف احتمال فوز © فأوجد 
١‏ -احتمال فوز كل شخص من الأشخاص الثلاثة . 
؟ -احتمال فوز 4 أو © . 
 ""‏ احتمال عدم فوز 0) . 


8- في أحد المدن الصغيرة وجد أن عدد الأشخاص من فصيلة الدم 4 يساوى عدد 
الأشخاص من فصيلة الدم 28 وعدد الأشخاص من فصيلة الدم 4133 أربعة أمئال عدد 
الأشخاص من فصيلة الدم () وعدد الأشخاص من فصيلة الدم 13 سبعة أمئال عدد 
الأشخاص من فصيلة الدم © . أوجد احتمال أن المولود القادم في هذه المدينة يكون 
له فصيلة الدم 413 . 


4- تقدم أربعة أشخاص إلى مسابقة لشغل وظيفة واحدة في أحد الشركات وكان الشخص 
الأول والنالث هم نفس الفرصة لشغل الوظيفة بينما كانت فرصة الشخص الثاني للفسوز 
بالوظيفة تريد عن فرصة الرابع بنسبة 3090 وتقل عن فرصة الغالث بمقدار 590 
أوجد احتمال الفوز بالوظيفة لكل من الأشخاص الأربعة علما بأنه سيتم اختيار شخص 
منهم للوظيفة . أوجد كذلك احتمال عدم فوز الشخص الرابع بالوظيفة . 


١5١ 


الفصا الثالث ‏ دالة الاحتمال 
-٠‏ عينة عشوائية تتكون من 72 عنصر تم اختيارها بدون إرجاع من مجتمع به8 من 
العناصر . أوجد احتمال أن عنصر معين من المجتمع يكون موجود في العينة . 


5- مجموعة من 33 طالب بالكلية حصل 17 طالب منهم على تقدير جيد في الفصل 
الدراسي الأول وحصل 14 منهم على تقدير جيد في الفصل الدراسي الثائ وعدد 11 
طالب منهم م يحصل على تقدير جيد سواء في الفصل الأول أو الفصل الثاني . اخترنا 
طالب بطريقة عشوائية من هذه امجموعة , أوجد احتمال أن هذا الطالب حصيل علسى 
تقدير جيد في كل من الفصلين الدراسيين . 


١-أجري‏ امتحانان للرياضيات على 400 طالب فنجح في الامتحان الأول 330 طالبا 
ونجح في الامتحان الثان 310 طالبا ونح في الامتحانين معا 290 طالبا . 
١-أوجد‏ احتمال ونسبة النجاح في الامتحان الأول وفي الامتحان الثالي وكذلك في 
الامتحانين معا . 


؟!- أوجد احتمال ونسبة النجاح في امتحان واحد على الأقل . 


*- سحبت ورقة بطريقة عشوائية تتكون من بين 60 ورقة مرقمة من 1 إلى 60 . أوجد 
احتمال أن يكون العدد المسحوب لا يقبل القسمة على 5 . 


4 1- سحبت كرة عشوائيا من كيس يحتوى على 1 من الكرات مرقمة من 1 إلى 2 حيث 
6 », أوجد احتمال أن تكون الكرة المسحوبة تحمل رقم أقل من 6 . 


ه ”في تجربة إلقاء حجر نرد متزن مرة واحدة فقط فإذا كان الحدث 4 هو ظقهور عدد 
فردى , الحدث 13 هو ظهور عدد أكبر من 3 والحدث © هو ظهور عدد يقبل القسمة 
على 3 أوجد احتمال كل من الأحداث الآتية : 


98 " 8-ه ا 8ه ىم 
)له د 8200  ,.‏ )نه , الى 


١5 


مادئ الاحتمالات 


5- في تجربة إلقاء حجر نرد غير متزن إذا كان احتمال ظهور أي رقم يتناسب مع هذا الرقم 
وإذا كان الحدث ل هو ظهور عدد فردى , الحدث 8 هو ظهور عدد زوجي 
والحدث ') هو ظهور عدد أولى ( أي لا يقبل القسمة ألا على نفسه وعلى 1 ) 

.2)8(,2)8(,2)6( أوجد‎ -١ 

؟ - أوجد احتمال ظهور عدد زوجي أو ظهور عدد أولى . 
" -- أوجد احتمال ظهور عدد فردى أو ظهور عدد أولى . 
4 - أوجد احتمال ظهور عدد زوجي وليس أولى . 


/1- في تجربة إلقاء حجر نرد متزن مرتين على التوالي أوجد 
١‏ - احتمال أن يكون مجموع ما يظهر على الوجهين في الرميتين يساوي 8 . 
؟ - احتمال أن يكون مجموع ما يظهر على الوجهين في الرميتين أكبر من 7 . 
* - احتمال أن يكون الفرق المطلق بين العدديين في الرميتين يساوى 4 . 
4 - احتمال أن يكون الفرق المطلق بين العدديين في الرميتين اكبر من 5 . 


في تبربة إلقاء حجر نرد معزن 6 هرات على العوالي أوجه ما يأن 
-١‏ احتمال الحصول على العدد 5 مرتين على الأقل . 
؟ - احتمال عدم ظهور وجهين متتاليين ومن نفس النوع . 
م - احتمال الحصول على متة أعداد مختلفة . 


8- في تجربة إلقاء حجري نرد متزنين ومتميزين إذا كان الحدث 4 هو ظهور الرقمين 6 , 4 
على وجهي حجري النرد والحدث 13 هو ظهور الرقمين 5 , 3 على وجهي حجري 
الترد فأوجد (87 46 )2 , (8لا4)م , (408)م 


٠.‏ ”-القي حجري نرد متزنين ومتميزين أوجد احتمال كل مما يأي 
١‏ - ظهور رقميين زوجيين . * - ظهور رقم زوجي وآخر فردى . 
؟ - ظهور رقميين متساويين . - ظهور الرقم 5 مع عدد زوجي . 
ثم أوجد احتمال كل من هذه الأحداث إذا كان حجري النرد متزنين ومتمائلين . 


١ 


١‏ لفصا الثالث - دالة الاحتمال 


-١‏ في تجربة إلقاء حجري نرد متزنين ومتميزين اعتقد أحد الأشخاص أن احتمال أن يككون 
مجموع ما يظهر على الوجهين يساوى 7 هو نفسه احتمال أن يكون مجموع ما يظهر على 
الوجهين يساوى 8 . هل تتفق مع هذا الشخص في اعتقاده ؟ وضح أجابتك .وإذا علمت 
أن حجري النرد متزنين ومتمائلين هل ما زلت على رأيك السابق ؟ ولماذا ؟ 


١‏ "- في تجربة إلقاء قطعة نقود معدنية مترنة 4 مرات على التوالي لملاحظة ظهور الصورة , إذا 
كان الحدث 4 هو ظهور الصورة 3 مرات على الأقل . الحدث 8 هو ظهور الصورة 
مرة واحدة على الأكثر والحدث © هو ظهور الصورة مرتين بالضبط أوجد 

و ('همغ)<2 , ()©06ظ <)8‏ ., (4)8)م 
0 - 82)8 , رظ ده2)4 , ('85)م 


*- في تجربة إلقاء قطعة نقود معدنية غير متزنة 4 مرات متتالية , فإذا علمت أن احتمال 
ظهور الصورة 0.6 فأوجد احتمال ظهور الصورة مرتين على الأقل . 


"- نفرض أن 8 , كر حدثان من فضاء العينة 59 لتجربة عشوائية ما . أثبت أن 
1-(2)8 +(2)4 - رظ8ال4)م 


ه“-في تجربة إلقاء قطعة نقود متزنة ثلاث مرات على التوالي أوجد احتمال كل من 
الأحداث الأتية : 
١‏ - الحدث رخ ظهور الصورة مرتين على الأقل . 
* - الحدث يل ظهور الصورة مرة واحدة على الأقل . 
- الحدث و4 ظهور الصورة مرة واحدة على الأكثر . 
غ - الحدث ول ظهور الصورة في الرمية الثانية . 
ه - الحدث ول عدم ظهور الصورة على الإطلاق . 


5"-اختير عدد بطريقة عشوائية من مجموعة الأعداد (84, ... و41,25:3 أوجد 


احتمال أن هذا العدد مع العدد 84 يكونا عدديين أوليين بالسسبة إلى بعضهما . 


١ 


مبادئ الاحتمالاات 


لا -في تجربة إلقاء حجر نرد متزن مرتين على التوالي أوجد احتمال كل من الأحداث الآتية : 
١‏ -الحدث إم ظهور العدد 6 في الرمية الثانية . 
؟ - الحدث وله مجموع العدديين الظاهرين اكبر من 7 . 
* - الحدث ول مجموع العدديين الظاهرين يقبل القسمة على 3 . 
» - الحدث ول ظهور عدد في الرمية الأولى اكبر من الذي يظهر في الرمية الثانية . 
ه-الحدث و4 عدم ظهور العدد 6 في الرميتين . 
5 -الحدث أن مجموع العدديين الظاهرين اكبر من 7 ويقبل القسمة على 3. 


م "-للعائلات التي لديها ثلاثة أطفال و مع مراعاة الترتيب في الولادة أوجد احتمال كل من 
١-وجود‏ بنت واحدة على الأقل في العائلة . "- عدم وجود ولد في العائلة . 
؟!-وجود بنت واحدة على الأكثر في العائلة . 5- المولود الشابي ولد . 


8 للعائلات التي لديها طفلان ومع مراعاة ترتيب الولادة أوجد احتمال كل من 

الأحداث الآتية : 

. -الحدث إلى يعنى عدم وجود بنت للعائلة‎ ١ 

؟ -الحدث إل يعنى وجود ولد واحد على الأكثر في العائلة . 

* -الحدث ول يعنى وجود بدت واحدة على الأكثر في العائلة . 

-الحدث ,ل يعنى وجود ولد وبنت في العائلة . 

ه -الحدث ول يعنى أن المولود الثاي ولد . 

5 -الحدث ,ل يعنى وجود ولد وبنت في العائلة والمولود الثابي ولد . 


-4٠‏ في مجتمع ما كان احتمال أن يكون المولود ذكرا ضعف احتمال أن يكون المولود أنثى 
وبفرض انه تم تسجيل ثلاث حالات ولادة أوجد الاحتمالات الآتية : 
١‏ أن تكون الحالات الثلاث جميعها من الذكور . 
9- أن يكون اثنان من الذكور والثالث أنثى . 
أن يكون مولود واحد على الأقل من الذكور . 


١ ه‎ 


.فقتل الثالك > اله 3 الو ا رو سس 

1- عرف فضاء العينة لتجربة سحب ثلاث قطع نقود معا من كيس يحتوى على عدد 4 قطع 
نقود من فئة 50 قرش , عدد 3 قطع نقود من فئة 25 قرش . 2 قطعة من فئة 20 
قرش ؛ 5 قطع من فئة 10 قروش وقطعة واحدة من فئة 5 قروش , ثم أوجد احتمال 
كل من الأحداث الآتية : 

. أن يكون جملة المبلغ المسحوب 70 قرش بالضبط‎ ١ 

؟ - أن يكون جملة المبلغ المسحوب أكبر من 70 قرش . 
“' - أن يكون جملة المبلغ المسحوب أكبر من 60 قرش وأقل من 150 قرش . 
- أن يكون جملة المبلغ المسحوب 50 قرش على الأكثر . 

؟ 4-نفرض مجموعة الأعداد الصحيحة ( 100000, ... ,1,2,3 فإذا تم اختيار 
عدد بطريقة عشوائية من هذه امجموعة فأوجد احتمال أن يكون هذا العدد 
من حمسة خانات . 5- يقبل القسمة على كل من 3 و 5 . 
؟ - يقبل القسمة على 3 .<< 5- لايقبل القسمة على كل من 3 و 5 . 

* - لا يقبل القسمة على 5 .2 5- يقبل القسمة على 4 ولا يقبل القسمة على 6 . 

“4 سقاعة للاجتماعات لها أربعة أبواب مختلفة . دخل أحد الأشخاص من أحد أبواب القاعة 
لحضور اجتماع ما . أوجد احتمال خروجه من باب أخر غير الذي دخل منه . 

44- حمسة طرق مزدوجة تؤدى إلى تقاطع ( دوران ) في أحد المدن , دخل سائق بسيارته من 
أحد الطرق إلى الدوران . أوجد احتمال أن السائق دخل الدوران لكي يعكس اتجاهه في 
الطريق الذي دخل منه . 

ه4- تحرك مصعد في أحد العمارات من الطابق الأرضي وبه 6 أشسخاص وكنان المصعد 
يتوقف في كل من الطوابق العشرة المتبقية وبفرض أن خروج أيا من الأشخاص إلى أيا من 
الطوابق العشرة متساوي الفرصة فأوجد ما يأ : 

. احتمال عدم نزول اثنين من الأشخاص في نفس الطابق‎ - ١ 
. ؟ - احتمال نزول اثنين من الأشخاص على الأقل في نفس الطابق‎ 
. “ا - احتمال نزول الأشخاص الستة في طوابق مختلفة‎ 


4 


مبادئ الاحتماللات 
5- في مصعد أحد العمارات ركب ثلاثة أشخاص . فإذا كان المصعد يتوقف في الطابق الثائ 
والنالث والرابع وبفرض أن خروج أيا من الأشخاص إلى أيا من الطوابق الغلاث متساوي 
الفرصة فأوجد ما يأنٍ : 
١‏ - احتمال أن الأشخاص الثلائة يتركون المصعد فى طوابق مختلفة . 
؟ - احتمال أن الأشخاص الثلائة يتركون المصعد فى نفس الطابق . 
- احتمال أن أحد الأشخاص على الأقل يصعد إلى الطابق الرابع . 
4- احتمال أن المصعد يكون بدون ركاب عند وصوله الطابق الغالث . 
ه- احتمال أن المصعد يكون بدون ركاب عند وصوله الطابق الرابع . 


4- سيارة أجرة تتبع أحد شركات السياحة تحمل الركاب من مطار القاهرة الدولي إلى 
ثلاثة فنادق مختلفة , فإذا علمت أن السيارة غادرت المطار ويا عدد 4 مسن السياح . 
أوجد احتمال كل من الأحداث الآتية : 

. الحدث أن السياح ينزلون في نفس الفندق‎ - ١ 
. ؟ - الحدث أن السياح ينزلون في فندقين مختلفين‎ 
. الحدث أن السياح يزلون في الفنادق الثلاثة‎ - * 


8 -كون الشجرة البيانية لاستنتاج فضاء العينة الذي يوضح جميع الترتيبات الممكتنة من 
الأولاد والبدات في عائلة لديها أربعة أطفال وأوجد احتمال كل من الأحداث الآنية : 
-١‏ وجود بدت واحدة على الأقل في العائلة . #«- وجود ولدان في العائلة . 
؟- وجود بنت واحدة على الأكثر في العائلة . 4- المولود الرابع ولد . 


8- في مباراة للتسس بين لاعبين 18 , 4 يفوز بالباراة اللاعب الذي يفوز بثلاثة أشواط 


على طول الباراة . ما هو احتمال أن تنتهي المباراة بعد أربعة أشواط ؟ 


٠ه-‏ في مباراة للشطرنج 000655 بين لاعبين يفوز بالمباراة اللاعب الذي يفوز بشوطين 
متتاليين أو يفوز بثلاثة أشواط على طول المباراة . ما هو احتمال أن تنتهي الماراة بعد 


خخمسة أشواط ؟ 


أ لفصم الثالث ‏ دالة الاحتمال 


-١‏ يلعب فريقان مباراة ما ويعتبر الفريق فائزا إذا فاز في شوطين على التوالي أو أربعة 
أشواط في كل الجباراة . ما هو احتمال أن تنتهي المباراة بعد ستة أشواط ؟ 


؟ه- كيس يحتوى على أربعة قطع نقود اثنتان عاديتان واثنتان ذات صورتين , اختيرت قطعة 
من الكيس بطريقة عشوائية ثم ألقيت , إذا ظهر وجه الصورة فإن القطعة نفسها تلقفى 
مرة أخرى بينما إذا ظهر وجه الكتابة فأننا نختار قطعة نقود من النلاث قطع المتبقية 
بالكيس ثم تلقى . أوجد احتمال كل من الأحداث الآتية : 

. ظهور صورة مرة واحدة على الأكثر . ؟ - ظهور الصورة مرتين‎ - ١ 


*ه- كيس يحتوى على ثلاث قطع نقود اثنتان عاديتان وواحدة ذات صورتين , اختيرت قطعة 
من الكيس بطريقة عشوائية ثم ألقيت , إذا ظهر وجه الصورة نقوم بالقاء حجر نرد مسرة 
واحدة بينما إذا ظهر وجه الكتابة فأننا نختار قطعة نقرد من القطعتين المتبقيتين بالكيس ثم 
تلقى فإذا ظهر وجه الصورة نقوم يالقاء حجر نرد مرة واحدة . ارسم شجرة بيانية 
للتجربة وأوجد احتمال كل من الأحداث الآتية : 

. ظهور عدد زوجي . * - ظهور صورة وعدد زوجي‎ -١ 
. ؟ - ظهور عدد يقبل القسمة على 3. - ظهور كتابة وعدد فردى‎ 


4 ه-النقاط 3 , 8 و (1, ©1833,6 ,ولك في الرسم الآيّ تدل على 6 مدن والخطوط تدل على 


جسور تربط بينها . بدأ رجل من المدينة م رحلة بسيارته للتجول من مدينة إلى أخرى 
واعتزم التوقف واخذ استراحة إذا لم يمكنه مواصلة التجول بدون أن يعبر نفس الجسر 
مرتين . أوجد احتمال انه سيتوقف للاستراحة في المديئة 8 .وإذا علمت بوجود طريق 
بين المدينتين 1 , 8 فهل ستتغير قيمة الاحتمال السابق ؟ وضح أجابتك ؟ 


1١5/8 


مبادئ الاحتماللات 


هه- في الرسم الآيّ تسع نقاط 2 , لا ,]ا , 3 ,10 , ,8و4 بلدأرجا في 
التحرك من النقطة 4 ويسمح له في كل مرة بالحركة خطوة رأسسية أو خطوة أفقية 


ا 0 
77 8 الاير 


ويتوقف عن الحركة إذا لم يتمكن من مواصلة السير بدون المرور على نقطة يكون قد 
مر يما من قبل . أوجد احتمال أن يمر الرجل بجميع النقاط التسع إذا كانت الخطرة 
الأولى من 3 إلى 1 . وإذا كان يوجد طريق بين 5 ,ا وطريق بين 1 , لم كما 
موضح بالرسم التالي فأوجد احتمال أن يمر الرجل بجميع النقاط التسعة في هذه الحالة 
إذا كانت الخطوة الأولى من 76 إلى «1 . 


ا م1 


ال 


١ 1 


ص 


310 


سر 


52-4 


5- في أحد الفنادق الكبرى كان حجز الأجنحة يتم وفتا للاختيار من الثلاث مجموعات 


الموضحة بالجدول 
5 ا ل 15 
( الأجبحة ) ( عدد الغرف ) ( الطابق ) 
جناح ممتاز غرفتين الطابق الأول 
جناح جيد ثلاث غرف الطابق الثاي 
جناح متوسط الطابق الثالث 


ارسم شجرة بيانية توضح الاختيارات الممكنة وأوجد احتمال كل من الأحداث الآتية : 
١‏ - حجز جباح تمتاز في الطابق الثالث . *؟ ‏ حجز جناح متوسط . 
حجز جناح من ثلاث غرف بالطابق الأول . - حجز جناح من غرفتين . 


ل 


1 لفصا الثالث ‏ دالة الاحتمال 


/1ه- في مجموعة تتكون من 100 طالب وجد أن 20 طالب يدرسون اللغة العرية 


والرياضيات والعلوم » 29 طالب يدرسون الرياضيات والعلوم . 35 طالب يدرسون 
الرياضيات واللغة العربية » 26 طالب يدرسون العلوم واللفة العرية.,8 طلاب 
يدرسون الرياضيات فقط 2 12 طالب يدرسون العلوم فقط . 22 طالب يدرسون 


اللغة العربية فقط . تم اختيار طالب بطريقة عشوائية من مجموعة الطلاب . أوجد احتمال 


كل من الأحداث الآتية : 


١ 
١ 
و‎ 


الحدث أن الطالب يدرس الرياضيات . 

الحدث أن الطالب يدرس الرياضيات فقط . 

الحدث أن الطالب يدرس الرياضيات والعلوم ولا يدرس اللغة العربية . 
الحدث أن الطالب لا يدرس أيا من المقررات الئلاث . 

الحدث أن الطالب يدرس مقررين بالضبط . 

الحدث أن الطالب يدرس مقررين على الأقل . 

الحدث أن الطالب يدرس مقرر واحد على الأكثر . 

الحدث أن الطالب يدرس مقررين على الأكثر . 


4- في عينة من 225 طالب بأحد الكليات تم سؤال كل منهم عن الألعاب التي يلعبرففاء 
فإذا كان 62 طالب يلعبون كرة القدم .» 53 يلعبون كرة السلة » 65 يلعبون العاب 
القوى , 19 يلعبون كرة القدم وكرة السلة » 14 يلعبون كرة القدم والعاب القوىء 
1 يلعبون كرة السلة والعاب القرى , 8 لا يلعبون أيا من الألعاب الثلاث . تم اختيار 
طالب بطريقة عشوائية من مجموعة الطلاب . أوجد احتمال كل من الأحداث الآتية : 


١ 
5 
و‎ 


الحدث أن الطالب يلعب كرة القدم فقط . 

الحدث أن الطالب يلعب لعبة واحدة فقط . 

الحدث أن الطالب لا يلعب كرة السلة . 

الحدث أن الطالب يلعب لعبتين فقط ليس من ضمنهم العاب القوى. 
الحدث أن الطالب يلعب لعبتين فقط . 


مبادئ الاحتماللات 


8- في مجموعة من 250 طالب بالكلية وجد أن 230 طالب يدرسون على الأقل واحدة 
من اللغات الإنجليزية, الفرنسية ,الألمانية ووجد أن 135 طالب يدرسون اللغة الإنجليزية : 
6 طالب يدرسون اللغة الفرنسية » 54 طالب يدرسون اللغة الألماِة. 30 طالب 
يادرسون اللغة الإنجليزية والفرنسية . 35 طالب يدرسون اللغة الإنجليزية والألمانية »15 
طالب يدرسون اللغة الفرنسية والألمانية . تم اختيار طالب بطريقة عشوائية من مجموعة 
الطلاب . أوجد احتمال أن الطالب يدرس الثلاث لغات . 


-"٠‏ في تجربة اختيار عدد عشوائيا من مجموعة الأعداد الطبيعية ‏ (500 , ... و1,2.3) 
فإذا كان الحدث ف هو اختيار عدد زوجي والحدث 8 هواخيار علد فردى 
والحدث © هو اختيار عدد يقبل القسمة على 3 والحدث (1 هو اختيار عدد يقل 
القسمة على 5 والحدث 137 هو اختيار عدد يقبل القسمة على 6 . أوجد احتمال كل 
من الأحداث الآتية 

© , 08 -3 25 ,© ر8ر4 -1 
0118© ,85خ -4 الا © , ظ5لاكة -2 


-1١‏ حمسة رجال وزوجاقهم يريدون الجلوس على عشرة مقاعد في صف واحد . أوجد 
١‏ -احتمال أن تجلس النساء متجاورات . 


؟ - احتمال أن لا يجلس اثنان من نفس الجنس بجانب بعضهما . 


؟ "- بطريقة عشوائية جلس 4 أولاد وبنعان حول منضدة مستطيلة الشكل حيث يوجد 4 
كراسي على جانب وأربعة كراسي غلى الجانب الآخر . أوجد احتمال أن البنتان لن 


7 ثلاثة أولاد وثلاثة بات يتجهون إلى صف به ستة مقاعد للجلوس عشوائيا بأي ترتيب 
١‏ - أوجد احتمال أن يجلس الأولاد معا والبنات معا . 
؟ - أوجد احتمال أن تجلس البنات معا . 


| لفصل الغالث - دالة الاحتمال 


4 - يجلس « رجل و 588 سيدة في صف بطريقة عشوائية . أوجد احتمال أن يجلس الرجال 
معا والنساء معا . 


6- حمسة طلاب بالفرقة الثالنة وحمسة طلاب بالفرقة الرابعة يريدون الجلوس على عشرة 
مقاعد في صف واحد بقاعة الامتحان أوجد احتمال أن لا بجلس طالبان متجاوران من 
نفس الفرقة . 

5- عند ترتيب حروف كلمة 212013813111157 في صف . أوجد احتمال 
١‏ - الحصول على كلمة تبدأ بالمقطع 812018 . 
؟ - الحصول على كلمة تنتهي بالمقطع ل73 . 
“ - الحصول على كلمة تحتوى المقطع 83183 . 

17- أحد الأشخاص لديه 12 قميص و 3 بدله و 9 رابطة عنق و 4 أحذية . فإذا علمت أن 
4 قمصان و 1 بدلة و 3 رابطة عنق و2 حذاء جميعها لوفا أسود . تم دعوت هذا 
الشخص للحضور إلى اجتماع بالزي الكامل . أوجد احتمال أن يرتدي هذا الشسخص 
زي لونه اسود بالكامل . 

8- إذا كانت اللوحة المعدنية لرقم السيارة تحتوى على حرفين مختلفين من الحروف الأبجديسة 


معدنية بطريقة عشوائية » أوجد احتمال كل من الأحداث الآتية : 
١‏ - تبدأ اللوحة بالحرف 12. "” - تحمل اللوحة الحرفين /12 
١‏ - تحمل اللوحة عدد زوجي . 4 - تحمل اللوحة عدد يقبل القسمة على 111111. 


4- أرقام التليفونات في سستترال مصر الجديدة كل منها يتكون من سسبعة أرقام على أن 
يبدأ بالرقمين 63 ذهب أحد الأشخاص للتعاقد على تركيب خط تليفون للمسوّل . 
أوجد احتمال كل ما أن : 

. 1955 أن يشتمل رقم تليفونه على السنة التي ولد فيها علما بأنه من مواليد‎ - ١ 
. ؟ - أن يشتمل رقم تليفونه على الرقم 5 مرة واحدة على الأقل‎ 


مبادئ الاحتمالات 


-٠‏ اختير عدد بطريقة عشوائية من مجموعة الأعداد ( 1000000 , ... .,53و929و1) 
أوجد احتمال أن العدد يحتوى على الرقم 4 مرة واحدة على الأقل ضمن خاناته . 


9لا إذا علمت أن معاملات المعادلة التربيعية <» + برط + ةرو يتم تحديدها عن 
طريق إلقاء حجر نرد متزن ثلاث مرات على التوالي والعدد الذي يظهر في الرمية الأولى 
يمثل المعامل 8 والعدد الذي يظهر في الرمية الثانية بمثل المعامل 1 بينما العدد الذي يظهر 
في الرمية الثالثة بمثل العدد © . 
١‏ أوجد احتمال أن يكون للمعادلة جذران حقيقيان مختلفان . 
؟ ‏ أوجد احتمال أن يكون للمعادلة جذران حقيقيان متساويان . 


"ا أوجد احتمال أن يكون للمعادلة جذران مركبان . 


؟١لا-‏ يوجد 10 من النقاط ‏ ل ,11,1, ©1,6, 9,2,2 4,8,6 فيالمسترى 
بحيث لا تقع أي ثلاثة منها على خط مستقيم واحد . اخترنا ثلائة نقاط مسنها بطريقة 
عشوائية ورسمنا ثلاثة مستقيمات تصل بين هذه النقاط الثلاث التي تم اختيارها . أوجد 
احتمال أن هذه المستقيمات لا تمر بالنقاط ‏ 11 , © , 8958 . 


*/ا- يوجد 8 من النقاط في المستوى 0[ [ ( إلا , :<) ] بحيث لا تقع أي ثلاثة منها على 
خط مستقيم واحد , اخترنا ثلاث نقاط منها بطريقة عشوائية ورسمنا منلث رؤوسه هذه 
النقاط الثلاث. أوجد احتمال أن ( 1ل87,9) أو ( ولا, م ) ضمن رؤوس هذا المثلث . 

لا- شخص له تسعة أصدقاء » ويرغب في دعوة أربعة منهم إلى العشاء . وإذا علمت أن 
اثنان من أصدقائه متزوجان ولابد أن يحضران معا في حالة دعوة أيا مهما إلى العشاء 
فأوجد احتمال ألا يكونا ضمن المدعوين . وإذا علمت أن اثنان من أصدقائه متخلصمين 
فأوجد احتمال أن يجتمعا معا على العشاء ضمن المدعوين . 


- من بين 9 رجال وزوجاقم تم اختيار شخصين بطريقة عشوائية . أوجد احتمال كل من 


. اختيار وجل وزوجته . اختيار رجل وسيدة‎ - ١ 
. ؟- اختيار رجل وسيدة ليست زوجته . - اختيار رجلين أو سيدتين‎ 


وا 


الفصا الغالث ‏ دالة الاحتمال 


5/ا- في أحد المدارس من بين 5 طلاب بالفرقة الأولى » 10 طلاب بالفرقة الثانية. 15 
طالب بالفرقة الثالئة يراد اختيار لجنة ثقافية بالمدرسة تتكون من 9 طلاب ‏ أوجسد 
احتمال كل من الأحداث الآتية : 

. -_اللجنة تشمل أعداد متساوية من الطلاب في الفرق الدراسية الثلاث‎ ١ 
. اللجنة تشمل على 2 طالب بالفرقة الأولى , 3 بالفرقة الثانية , 4 بالفرقة الثالكة‎ - * 
. اللجدة تشمل 5 طلاب بالفرقة الغانية‎ - "“ 

5 - اللجنة لا تشمل أيا من طلاب الفرقة الأولى . 

ه - اللجنة تشمل طلاب بالفرقة الكالئة فقط . 

؟ - اللجنة تشمل على الأكثر 3 طلاب من الفرقة الثانية . 

/ - اللجنة تشمل على الأقل 6 طلاب من الفرقة الثالثة . 

8 - جميع أعضاء اللجنة من نفس الفرقة الدراسية . 


/ا/ا- يراد اختيار لجنة طلابية مؤلفة من 10 طلاب من بين 30 طالب من الفرقة الرابعة و 40 
طالب من الفرقة الثالثة في الكلية . أوجد ما يأ : 
١‏ - احتمال أن تحتوي اللجنة على 5 طلاب من كل فرقة دراسية . 
؟ - احتمال أن يكون على الأقل طالب من الفرقة الثالئة تمعل في اللجية . 
* - احتمال أن يكون طلاب الفرقة الرابعسة هم الأكثر تمثيلا في اللجنة . 


8- من بين 10 رجال و 8 نساء يراد تكوين لجنة بطريقة عشوائية مؤلفة من 6 أشخاص 
١‏ - أوجد احتمال أن اللجنة تقعسم بالتساوي بين الرجال والسيدات . 
؟ - أوجد احتمال أن نسبة الرجال باللجنة اكبر من نسبة السيدات . 
* - أوجد احتمال أن اللجنة تحتوي على أربعة رجال وسيدتين . 

/- نفرض مجموعة الأرقام الزوجية ‏ ( 8 و6 ,4 ,2 ) فإذا تم اختيار 3 أرقام من هسذه 
المجموعة بطريقة عشوائية لتكوين عدد من ثلاث خانات وبفرض السماح بالتكرار 
احسب احتمال أن قيمة هذا العدد تكون اكبر من 500 . 


مبادئ الاحتماللات 


8- من عدد 6 أساتذة , 8 أساتذة مساعدين » 10مدرسين 2 12 مدرس مساعد , 8 
معيدين بقسم الرياضيات بالكلية يراد تكوين جنة عشوائيا من 10 أشخاص . أوجد 
احتمال كل هما يأب : 

. أن يكون باللجنة 2 من الأساتذة‎ - ١ 

؟- أن تكون اللجنة من الحاصلين على الدكتوراه (بدون مدرسين مساعدين أو معيدين ). 
*- أن تكون اللجنة من غير الحاصلين على الدكتوراة . 

- أن تكون جميع الدرجات العلمية مثلة باللجنة وبالعساوي . 

ه- أن يكون أعضاء اللجنة من الأساتذة والأساتذة المساعدين بالعساوي . 


-١‏ اختبار من خخمسة أسئلة وكل سؤال يتم الإجابة عليه أما صواب "1 أو خطأ *1 فإذا 
قام احد الطلاب بالإجابة على الأسئلة الخمسة بالتخمين فأوجد 
١‏ - احتمال أن تكون الإجابة صواب على ثلاثة أسئلة على الأقل . 
؟ - احتمال أن تكون الإجابة خطأ على سؤالين على الأكثر . 
- احتمال أن تكون الإجابة خطأ على جميع أسئلة الاختبار . 
ع - احتمال أن تكون الإجابة بالصواب اكبر من الإجابة بالخطأ . 
ه - احتمال أن تكون الإجابة صواب على جميع أسئلة الاختبار . 


5- اختبار بنظام الاختيار من متعدد 1201© - 1111141016 بحيث أن لكل سؤال ثلائة 
اختيارات منها إجابة واحدة فقط صواب فإذا كان الاختبار يتكون من خمسة أسئلة وقام 
احد الطلاب بالإجابة على جميع الأسئلة بالتخمين , أوجد احتمال كل مسن الأحداث 
الآتية : 

. الإجابة تكون صواب على سؤالين‎ - ١ 

؟ - الإجابة تكون صواب على سؤالين على الأكثر . 
- الإجابة تكون خطأ على سؤالين على الأكفر . 
- الإجابة الصواب تكون اكثر من الإجابة الخطأ . 
ه ‏ الإجابة تكون صواب على الأسئلة جميعها . 

5 - الإجابة تكون خخطأ على الأسئلة جميعها . 


نلا 


إ لفصا الغالت ‏ دالة الاحتمال 


8- امتحان بنظام الاختيار من متعدد ©011010) - 1111101016 يكترى على 20 سؤال 
ولكل سؤال أربعة إجابات منها واحدة فقط صحيحة . قام أحد الطلاب بالإجابة على 
كل أسئلة الامتحان بالتخمين . أوجد 

. احتمال أن تككون إجابة الطالب صواب على نصف الأسئلة‎ - ١ 
. احتمال أن تكون إجابة الطالب خطأ في جميع أسئلة الامتحان‎ - ٠ 
. احتمال أن تكون إجابة الطالب صواب في جنيع أسئلة الامتحان‎ - # 


14- نفرض مجموعة الأرقام ( 0,1,4,5,6,8,9 ) » ثم اختيار أربعة أرقام بطريقة عشوائية 
لتكوين عدد من أربعة خانات وبفرض عدم السماح بالتكرار أحسب ما يأن : 
١‏ - احتمال أن تكون قيمة العدد اقل من 7000 . 
؟ ‏ احتمال أن العدد يقبل القسمة على 5 . 
تم احسب الاحتمالات السابقة إذا سمح بالتكرار عند اختيار الأرقام من المجموعة المعطاة . 


8- عند رصد بيانات 17868 في أحد برامج الكومبيوتر أخطأ طالب بإادخال عدديين 
بإشارة سالبة ضمن 6 أعداد موجبة وكذلك أخطأ في إدخال عدديين باشارة موجبة 
ضمن 4 أعداد سالبة » وفي مرحلة ما من البرنامج تم اختيار ثلاثة أعداد مختلفة مسها 
عشوائيا . أوجد احتمال انه في هذه المرحلة لم يتم أي خطأ في الحسابات . وإذا كانت 
العملية الحسابية هي جمع مربعات الأعداد الثلاثة التي تم اختيارها عشوائيا فما هو احتمال 
انه في هذه المرحلة يحدث خطاء في الحسابات . 


57- قطيع من الأغنام به 25 سليمة و 5 أغنام مصابة » أخذت عينة من ثلاثة أغنام بطريفة 
عشوائية . أوجد احتمال كل من الأحداث الآتية : 
١‏ - العينة كلها أغنام سليمة . 
؟ - العينة كلها أغنام مصابة . 
- عدد الأغنام السليمة في العينة اكبر من عدد الأغنام المصابة . 
4 - العينة تحتوى على أغنام سليمة ومصابة . 


كد" 


مبادئ الاحتمالاات 


م- في تجربة سحب 6 كرات من صددوق يحتوى على 8 كرات حمراء » 4 سوداء . أوجد 
احتمال سحب 3 كرات حمراء . 3 كرات سوداء فى حالة إذا تم السحب بإرجاع ثم 
في حالة إذا تم السحب بدون بإرجاع . 


8- صندوق يحتوى على6 كرات بيضاء . 5 كرات حمراء . 3 كرات سوداء . تم سحب 
مجموعة من ثلاث كرات من الصندوق بدون إرجاع 
١‏ أوجد احتمال اختيار كرتين بيضاء وكرة حمراء . 
؟ - أوجد احتمال اختيار كرتين حمراء وكرة بيضاء . 
" - أوجد احتمال اختيار ثلاث كرات من نفس اللون . 
غ ‏ أوجد احتمال: اختيار 3 كرات مختلفة الألوان . 
ه - أوجد احتمال اختيار 3 كرات من لونين فقط . 


5- صندوق يحتوى على 9 كرات بيضاء : 8 كرات سوداء » 7 كرات خمسراء ونريد 
سحب مجموعة من أربعة كرات بطريقة عشوائية بدون إرجاع 
١-أوجد‏ احتمال اختيار 2 كرة بيضاء و 2 كرة سوداء . 
؟ أوجد احتمال اختيار 2 كرة حمراء و2 كرة سوداء . 
أوجل احتمال اختيار 3 كرة بيضاء وكرة سوداء . 
ه - أوجد احتمال اختيار 4 كرات من نفس اللون . 
ه - أوجد احتمال اختيار 3 كرات من نفس اللون ضمن المجموعة , 


٠‏ 4- سحبت 3 كرات من صندوق يحتوي على 6 كرات بيضاء وكرتان خراء . أوجسد 
احتمال ما يأ : 
١‏ - كرتان بيضاء وكرة حمراء . 
* - الكرات من نفس اللون . 
على الأقل واحدة بيضاء . 
4 - على الأقل واحدة بيضاء . 
وذلك في حالة السحب بإرجاع ثم فى حالة السحب بدون إرجاع . 


ونا 


الفصا الثالث ‏ دالة الاحتمال 

-١‏ يحتوى كيس على 15 قطعة نقود منها 6 ذهبية والباقي فضية . سحبت قطعتين مسن 
الكيس عشوائيا . نفرض الحدث م سحب قطعتين فضيتين , الحدث 13 سحب قطعتسين 
ذهبيتين , الحدث 0© سحب قطعة ذهبية واحدة على الأقل والحدث (1 سحب قطعة 
فضية واحدة على الأقل أوجد الاحتمالات ‏ (2)6(,2)1 , (2)8 , (2)4 
في كل من الحالات الآتية : 
١‏ - سحب القطعتين معا . 
؟ - سحب القطعتين واحدة بعد الأخرى بدون إحلال . 
#«ا سحب القطعتين واحدة بعد الأخرى مع الإحلال . 


- سحبت ورقتان بطريقة عشوائية من صندوق يحتوى على 10 ورقات مرقمة بالأعداد 
من 1 إلى 10 . أوجد احتمال أن يكون مجموعها عدد أولى إذا 
-١‏ تم سحب الورقتين معا . 
؟ - تم سحب الورقتين ورقة بعد الأخرى بدون إحلال . 
# - تم سحب الورقتين ورقة بعد الأخرى مع الإحلال . 


*8- صندوق يحتوى على 30 مصباح كهربائي منها 3 مصابيح معيبة . اخديرت عينة عشوائية 
تتكون من 5 مصابيح كهربائية . أوجد احتمال ما يأ : 
ذ- أن يكون في العينة مصباح واحد معيب . 
؟ - أن تكون المصابيح في العينة جميعها سليمة . 
* - أن يكون في العينة مصباح واحد على الأقل معيب . 
- أن يكون في العينة مصباح واحد على الأقل سليم . 
ه - أن يكون عدد المصابيح السليمة في العينة اكبر من المعيبة . 


4- مجموعة من 10 أشخاص ذهبت لصيد السمك وعند عودقم كان عدد السمك الذى 
تم اصطياده 8 سمكات فقط , وبفرض أن جميع الاشخاص هم نفس الفرصة في عحيد 
السمك أوجد احتمال أن السمكات الثمانية تم اصطيادها بثمانية اشخاص مختلفين . 
أوجد كذلك احتمال أن السمكات الثمانية تم اصطيادها بواسطة شخص واحد فقط . 
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8- في تجربة سحب أربعة ورقات من أوراق اللعب ( الكوتشيئة )» على التوالي وبدون 

إرجاع ؛ أوجد احتمال كل من الأحداث الآتية : 

. الأوراق الأربعة جميعها صور‎ - ١ 

؟ - الأوراق الأربعة ليس يما صور . 

" - الأوراق الأربعة ليس يما صور وكلها أرقام اكبر من 4 . 

4 - الأوراق الأربعة ليس يما صور وكلها أرقام زوجية . 

© - الأوراق الأربعة ليس بما صور وكلها أرقام فردية . 

5 - الأوراق الأربعة يما ورقتان صور وورقتان لأرقام اكبر من 8 . 
ا - الأوراق الأربعة ليس بما صور وجميعها أرقام مختلفة . 

8 - الأوراق الأربعة ليس يما صور وجميعها أرقام متساوية . 

4 -الحصول على صورة ولد واحد على الأكثر . 

. -الحصول على صورة ولد واحد على الأقل‎ ٠ 


5- أوجد احتمال أن تكون أيام أعياد الميلاد مختلفة لعدد 30 من الطلاب المتواجدين في قاعة 


الدرس وذلك بفرض أن جميع السبوات 305 يوما ' 


17- في حفلة عيد ميلاد ماريان في 20 من شهر فبراير حضر 15 من صديقاقا إلى الحفل . 
١‏ - أوجد احتمال أن تكون أيام أعياد الميلاد مختلفة لكل من ماريان وصديقاهًا . 
؟ - أوجد احتمال أن تكون أحد صديقاقًا على الأقل لها نفس تاريخ ميلاد ماريان . 


8- في حفل زواج أحد الأشخاص في يوم 8 سبتمبر من عام 1983 حضر إلى قاعة 
الحفل 32 رجل وكل منهم معه زوجته . أوجد احتمال 
١‏ أن الأزواج الحاضرون بالحفل يحتفلون بأعياد زواجهم في أيام مختلفة في السنة . 
؟! - وجود اثئين على الأقل من المدعوين الرجال بالحفل وهما نفس يوم الزواج. 
- أن أحد المدعوين الرجال على الأقل سوف يحتفل بذكرى زواجه في هذا اليوم 


الثامن من سبتمير . 


الفصا النالث ‏ دالة الاحتمال 2 


8- يجلس 2 من الاشخاص في قاعة . أوجد احتمال وجود 2 على الاقل فم نفس شهر 
الميلاد . احسب هذا الاحتمال في حالة 50 2,3 >-«2. 


٠‏ -رجل لديه 6 أطفال أربعة منهم ذكور والباقي إناث . أوجد 
١‏ - احتمال وجود اثنين على الأقل من الأطفال وما نفس يوم الميلاد. 
٠‏ - احتمال أن تكون أيام أعياد الميلاد مختلفة للأطفال الذكور . 
# - احتمال أن تكون أيام أعياد الميلاد مختلفة للأطفال الإناث . 
4 - احتمال أن أعياد ميلاد الأطفال الستة تقع في شهور مختلفة من السنة . 


-كتب أحد الأشخاص 5 من الخطابات الشخصية إلى 5 من الأصدقاء ووضع كل 
خطاب في ظرف بريد وأغلقه بدون كتابة العناوين ثم بدء بعد ذلك بطريقة عشوائية في 
كتابة 5 من العناوين على هذه المظاريف . أوجد احتمال وجود خطاب واحد على 
الأقل مكتوب عليه العنوان مضبوط . 


- في تجربة اختيار نقطة بطريقة عشوائية داخل الفترة [ ,8 ] على خط الأعسداد 
نفرض النقطتان ]2,5[ > 4,» بحيث أن 0>1>ع>2 ونفرض الأحداث 
أ©.ة]- [ع><>2 :عأ رم 
]0.ء ] - ( 0 >< >ء : « )ع رم 
[ط.ل]- (ط><>ل :« !1 - ونم 
أوجد احتمال كل من الأحداث الثلاثة حك , يك , بى . 


١"‏ ١-اختيرت‏ نقطة بطريقة عشوائية داخل الفترة ( 1000 , 1000-) أوجد احتمسال أن 
تكون عدد صحيح . 

5- إذا كان عدد الدقائق لردة الفعل عند حيوان معين على حادث معين يكون عسدد 
عشوائي بين دقيقتين وثلاث دقائق ونصف . أوجد احتمال أن ردة الفعل عد هذا 


الحيوان عند وقوع هذا الحدث مرة أخرى لن تزيد عن ثلاث دقائق . 


ل حا 


مبادئ الاحتماللات 


5- في حديث مع مدير المكتبة الإكاديمية قال انه من واقع خبرته الطويلة فى تجال بيع 
الكتب بالمكتبة فإن كل كتاب جديد لمؤلف معين معروف لديه يكقق نسبة بين 49/0 
إلى 1290 هن جملة المبيعات للمكتبة خلال ستة شهور. أوجد احتمال أن الكتاب 
القادم لهذا المؤلف سوف يحقق على الأكثر 6.3590 من جملة الميعات للمكتبة 
خلال ستة شهور . 


5 ١-اختيرت‏ نقطة بطريقة عشوائية داخل دائرة » أوجد احتمال أن تكون النقطة أقرب إلى 
محيط الدائرة منها إلى مركز الدائرة . 


-٠٠17‏ مستطيل طوله 106111 وعرضه 0313 8 اختيرت نقطة بطريقة عشوائية داخل المستطيل 
أوجد احتمال أن تكون النقطة أقرب بمقدار 23© 2 عن مركز المستطيل . 


4 -حدث عطل لسيارة أثناء السفر من مدينة 4 إلى مدينة 1 البعد بينهما 300 كيلومتر 
أوجد احتمال أن العطل حدث بعد مرور السيارة بالمديئة © الواقعة في ثلث المسافة 
من المديئة 4 إلى مديئة 188 . 


48- تصل حافلة ( أتوبيس ) إلى أحد انحطات كل يوم في وقت عشوائي بين الساعة الثانية 
والساعة الثانية والنصف ظهرا . إذا وصل شخص إلى اخطة الساعة الثانية ظهرا تماما 
فأوجد احتمال أن هذا الشخص سوف يضطر إلى الانتظار على الأقل 15 دقيقة . 


-٠‏ مكالمة تليفونية من شخص ما يتم الانتظار لاستقبالها بين الساعة 7:00 والساعة 
0باحا من كل يوم . أوجد احتمال كل من الأحداث الآتية : 
١‏ - وصول المكالمة خلال ربع ساعة بعد السابعة . 
؟ - وصول المكالمة في مدة لا تزيد عن حمس دقائق بعد السابعة والربع . 
فترة الانتظار اقل من 10 دقائق . 
» - فترة الانتظار أكبر من 10 دقائق . 
1؟ 


الفصل الثالث - دالة الاحتمال 

-0١‏ اتفق صديقان على أن يلتقيا في مكان ما بين الساعة الخامسة والساعة الخامسة والربع 
على أن ينتظر الشخص الذي يصل أولا مدة حمسة دقائق فإذا لم يأيَ الشخص الأآخر 
يترك الشخص الذي وصل أولا المكان , فإذا افترضنا أن وقت وصول كل منهما 
عشوائي فما هو احتمال انهما لن يلتقيان . 


5- في تجربة اختيار نقطة بطريقة عشوائية على أو داخل سطح الاسطوانة 
4 - 2ب + 2ه في الفراغ والمحدودة بالمستويات 5 -2 , 2-0 أوجد احتمال 
أن تكون النقطة اقرب إلى قاعدة الاسطوانة منها إلى قمتها . 


- خخزان مياه على شكل اسطوانة نصف قطرها 10 متر وارتفاعها 8 متر ويراد اختيلر 
قطرة ماء من داخلها بشكل عشوائي . أوجد احتمال أن تكون قطرة الماء هذه ابلعد 
بمقدار 1 متر عن محور تمائل المتزان وعن كل من السطح العلوي والسفلي للخران . 


-١1‏ في تجربة اختيار نقطة عشوائيا على أو داخل سطح الأسطوانة 6 - 2بوب تي 
والمحدودة بالمستويات 9 - 2 , 2-1 أوجد احتمال الحدث 


( 1[>7>3 .و 4> ترب نع : (2ولاإ,) )درف 


١‏ سأيا من العبارات الآتية صواب وأيها خطأ وإذا كانت العبارة صواب أثبتها وإذا كانت 
خطأ أعطى مثال مضاد 
١-إذا‏ كان 4م حدث ما بحيث أن 1- (2)4 فإن الحدث 4 يكون هو فضاء العينة. 
؟-إذا كان 18 حدث مابحيث أن  20)8(-0‏ فإن 282-02 . 


مبادئ الاحثماللاات 


الفصل 
4 


الاحتمال المشروط والاستقلال 


الطحطمء2 001011031 
عع دعل دمعمع0 5 30 


1 ااأطحطه:2 0051011531 


دراسة الاحتمال المشروط تعنى حساب احتمال حدث ما إذا عُلم حدث آخر . فإذا 
كان 8 , كم حدان في فضاء عينة 5 لتجربة عشوائية ما . وقبل أن نعلم أي شئ عن 
وقوع الحدث 1 فإن احتمال وقوع الحدث , هو (2)4 ويس فى بالاحتمال الغسير 
مشروط للحدث 4 وللاختصار يسمى احتمال الحدث 4م . أما إذا كان لدينا معلومات 
إضافية عن وقوع الحدث 8 فإن معرفة هذه المعلومات قد تؤثر بشكل فعلى على احتمال 
وقوع الحدث 4د . وف كثير من الأحيان نحتاج إلى إيجاد احتمال وقوع حدث 4 بشرط 
وقوع حدث آخر 8 ويسمى هذا بالاحتمال المشروط ويرمز له بالرمز (8 إله)م ,2 
أي احتمال وقوع الحدث 4م بشرط وقوع الحدث 13 , وللتعرف على مفهوم الاحتمال 
المشروط نستعرض هذا المثال التوضيحي : 
نفرض 22 من الطلاب نجح منهم 9090 في امتحان مقرر الاحتمالات ٠»‏ 8090 في امتحان 
مقرر الهندسة ونجح 7090 في المقررين معاً. تم اختيار طالب عشوائياً من هذه المجموعة مسن 
الطلاب ووجدنا انه ناجح في امتحان مقرر الاحتمالات , والسؤال الآن هو ما احتمال أن هذا 
الطالب الذي اخترناه عشوائياً يكون ناجح في مقرر الهندسة ؟ وللإجابة على هذا السؤال 
نفرض 4 هو الحدث أن الطالب ناجح في امتحان مقرر الهددسة ونفرض 8 هوالحدث أن 
الطالب ناجح في امتحان مقرر الاحتمالات ونلاحظ أن المطلوب ليس حساب (4)م2 
فحن نعلم أن 0,8 -(2)4 وكذلك نعلمأن 0.7 -(2<)42(8 , 0.9-(2)8 
ولكن المطلوب هو حساب ( 8 |2)4 . ولإيجاد ذلك نلاحظ أن عدد القلاب الذين 


نجحوا في امتحان مقرر الاحتمالات يساوى 0.9(83) وعدد الطلاب الذين نجحرافي 
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الفصا الرابع - الاحتمال المشروط 
امتحان مقرر المندسة يساوى 171 (0.8) وعدد الطلاب الذين نجحوا في المقررين معا يساوى 
(0.7) ء أي انه من بين 0.9(13) طالب ناجح في امتحان مقرر الاحتمالات يوجد 
0 (0.7) طالب ناجح في امتحان مقرر المندسة » وحيث أن الطالب الذي تم اختياره 
عشوائياً ناجح في امتحان مقرر الاحتمالات أي انه من ضمن 0.9(71) إذن احتمال أن هذا 
الطالب يكون ناجح في امتحان مقر الهندسة أي انه من ضمن الذين نجحوا في المقررين معأ 
وعددهم 72 (0.7) يعطى كالآي : 

07 در (0.7) 


09 «(0.9) 
وحيث أن 0.7 -(2)40[8 , 0.9 -(2)8 , إذن هذا المثال يتقدم نااقتراح 
لحساب (8 اهام وهذا الاقتراح بمكن تمثيله بالعلاقة الآتية : 
(018ه)م 
(8)م 


ويمكن التحقق من هذه العلاقة لأنواع أخرى من الاحتمال المشروط . وهذه العلاقة بديهية 
وتتفق مع إدراكنا لمعنى الاحتمال وهى تعتبر بعثابة تعميم منطقي للعلاقة الموجودة بالفعل والتي 
ترب التكزار الس الشروظط للحدث )8 بالنسبة للشرط. 8.-.من جهة والتكسران التسبى 
للحدثك 4018 بالدسة للتكرار اللسبي للحدث 8 من جهة أخرى وهذا السبب تم اتخاذ 
هذه العلاقة كتعريف للاحتمال المشروط . 


د رظزم)م 


-(4|8)م 


تعريف ١‏ :الاحتمال المد اتلتطقطوع2 لمدممةنزلموة 


إذا كان 83 , لم حدثان في فضاء عيئة 5 وكان 0 <(2)8 فإ الاحتمال 


وط 


المشروط للحدث 4 إذا عُلم 8 أو بصيغة أخرى احتمال وقوعالحدث 4م 
بشرط وقوع الحدث 8 هو 
ال 
وفى حالة 0 -(2)8 فإنه لا يوجد معنى للاحتمال المشروط وذلك لأنه في هذه الحالة 
الحدث 18 يكون حدث مستحيل وهذا يتعارض مع حساب احتمال 4 بشرط وقوع 1 , 
ولذلك فإن الاحتمال المشروط (4|8) 5 يكون مُعرف فقط إذا كان 8(<0) . 
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وتعريف الاحتمال المشروط بمكن صياغته بالقول أن احتمال وقوع الحدث 44 بشرط وقوع 
الحدث 8 هو النسبة بين احتمال الوقوع المشترك للحدثين 8 , 4 واحتمال الحدث 8 , 
(18اهم)م 

(8)آ1 
عُسلمة كما أها ليست بنظرية ولكنها فقط تعريف » وكما وضحنا فإن هسذا التعريف تم 
التحقق منه بالكامل ولم يوضع اعتباطاً . 


ومن الضروري أن نؤكد ملاحظة هامة وهى أن العلاقة -(418) 2 ليست 


( 4) م (4)م 

ره)< _ره م 6م 

سسا 22 سب سبيت مسبت 2 ذهاذ) م2 2 

لبغية لعفغة -رمرمم رم 
مشثال :١‏ 
في تجربة إلقاء حجر النرد مرة واحدة . إذا عُلمِ أن العدد الذي ظهر أكبر من 3 » فما احعمال 
أن يكون عدد زوجي ؟ 
الحل: 


نفرض أن الحدث 4, هو ظهور عدد زوجي ؛ الحدث 18 هو ظهور عدد أكبر من 3 . 
المطلوب هو إيجاد (2)4/18 . 
وحيث أن 

!4,6 -18 ]4م و 4,5,6!ح 82 ,ث, (142,4,66-هم 


إذن 


ندا 


مثال ” : 


نفرض أن 8 , 4 حدثان بحيث أن 


مدو زمه , د رهممم , +درمم 


3 
أوجد (8 |4) , (8 إخ4)< . 
الحل: 
حيث أن 1-1-4 زه )م -1- رمم 
. 505 17 
اقنالانا قا -(كه ا8غم 
('ة)م 
إذن 
1[ 1 1 
<- حير ع كئه)2 (ل'ه ا8)م -(4 80 
0 'ذه)7 كه ا8)ط دك8)|4)ر7 


وحيث أن 
(4)18)< -(2)8 -(هم -8)م -(8)(4)م 
إذن 
1121 : 
7 >4797) ل 8 ) دروم 
8 1 زرظ8مه)-م _ 5 
2ص لع ب لتك ح رق إم) 
11 7 (8)م 
ولحساب ('8 |2)4 


11_13 ('/4018)م 


لسداحخح لدم ]م2 1 م - 14ه| مم - 1 
24 24 د (8)م2 ليد 
+ - ع - د رقم - رمم - رهد مم د ر8مه)م 


إذن 
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مثال " : 


في مدينة ما ومن مجموعة العائلات التى لديها طفلان تم اختيار عائلة عشوائياً ووجد أن هذه 
العائلة لديها بنتا ء وبفرض أن احتمال وجود ولد يكون متساوي مع احتمال وجود بت » 
فأوجد احتمال أن الطفل الآخر فى هذه العائلة يكون ولدا . 

الحل : بفرض أن الرمز 1 يعنى ولد(ز0<) والرمز ع يعنى بنت (11ؤع) ومع مراعاة الأمسبقية 
في الولادة فإنه في العائلة التي لديها طفلان يكون فضاء العينة (عع, طع , عط, طط؟ د ك5 
حيث 8 تعنى أن الطفل الأكبر هو الولد بينما الطفل الأصغر هو البنت ؛ واحتمال كل 
عنصر من فضاء العينة يساوى + . نفرض الحدث م هو أن الطفل الأآخحر ولد أي أن 
العائلة لديها ولد وببت » ( طع, ع ) - 4 ونفرض الحدث 8 هو أن العائلة لديها 
بنتء أي أن ( هع , طع , ع ) --8 . إذن المطلوب هو حساب احتمال أن يكون الطفل 
الآخر ولد بشرط أن العائلة لديها ببت أي أن المطلوب هو حساب (2)8|18 . وحيث 
أن 4][8 هوالحدث أن الطفل الآخر ولد والعائلة لديها بست ء وبالتالي 


3 


<<(8)م , -(4)18)م , (إطعروط)- 18م 


يعم اح 


2 2/4 دظكشاكط_ر 


بالتعو يض فى 3 يف الاحتمال المشروط ؛ إذن 
وبالتعويض في تعر 3 3/4 (8)م 


8م) م 


مثال * : 
في مدينة ما كان احتمال أن يعيش أي شخص لمدة 80 عام على الأقل يساوى 0.56 
واحتمال أن يعيش لمدة 90 عام على الأقل يساوى 0.21 » تم اختيار شخص عشوائياً مسن 
هذه المدينة ووجد أن عمره 80 عام فما هو احتمال أن يبقى هذا الشخص على قيد الحياة 
حتى يصل به العمر إلى 90 عام . 
الحل : نفرض الحدث 83 هو أن الشخص الذي تم اختياره كان عمره 80 عام وأن 
الندف 4 هو أن الشخص الذي تم اختياره يبقى على قيد الحياة حتى يصل به العمر إلى 90 
عام , وحيث أن مجموعة الأشخاص الذين يصل يم العمر إلى 90 عام هي مجموعة جزئية مسن 
مجموعة الأشخاص الذين يصل هم العمر إلى 80 عام , إذن 4 - 4/(183 وبالتالي 

3 0.21 (غ)ط ر (8اهام 


م ايت 
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الفصل الرابع - الاحتمال المشروط 


ومن الخصائص اهامة للاحتمال المشروط هو انه يحقق مسلمات نظرية الاحتمال » وبالتالي هذا 
يُمكننا من استخدام النظريات المتحققة فى الاحتمالات على الاحتمال المشروط . 

: ١ نظرية‎ 

نفرض أن 5 هو فضاء العينة لتجربة عشوائية ما » ونفرض الحدث 18 من فضاء العيبسة 8 
حيث 0  2)8(<‏ إذن 

2)4/18(< 0 لأي حدث ف من فضاء العينة 5 فإن‎ ١ 

7 - 1-(8|م 


إذا كان ... ور كوك متتابعة من الأحداث المسافية , فإن 
زقة 0 
(8ابحام !5 - | ظابهل) أم 
1-1 1-1 


البرهاك : 
١‏ - من تعريف الاحتمال المشروط (8)4118 
من تعره لمشرو 0 
8(<0) .ف 408(<0م 
إذن 0 <(2)4/85 . 
! - من تعريف الاحتمال المشروط 
(8)م (2)8 
ا ساحيث اله إذا كان ... وبذشرر4 أحداث مسسافية فإنت ... و8[امةر 18ر4 


-(4|8) 25 وحيث أن 


تكون أيضا أحداث متنافية » ومن تعريف الاحتمال المشروط 


ل#ميمان 1 «حن و 


1-1 1-1 2 
0م 0000 8 0000 7 اتدل 1 
05 (ظلابهى)م بج 
0 1 .ةم ار ح 1-1 
1 م طٍِّ 5 1 سس -د اس لم همجح 
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والآن كحالة خاصة . إذا كان 5 فضاء احتمال منتظم من النوع المنتهى أي أن جميسسع 
عناصر فضاء العينة متساوية في احتمال حدوثها وبفرض أن وخ حدثان في فضاء العينسة 


5 بعحيث أن 0 <(8) » إذن من تعريف الاحتمال المشروط فإن 
0 ه) م وحيث أن © فضاء احتمال منتهى منتظم إذ 
(8)م 
( 8 )م (118 اهام 
دره)م  ,‏ خلتتت -حزظ8 مهام 
6 ينرم 


حيث الرمزر (2)5 يرهز إلى عدد عناصر 5 , إذن الاحتمال المشروط للحدث 4 إذا 
عُلم 8 أو بصيغة أخرى احتمال وقوع الحدث 4م بشرط وقوع الحدث 8 يمكن التعبير عنه 


في هذه الحالة بالصورة تسيل -(4|8) م وإذاكان 5 فض احتمال 


منتظم من النوع اللاقهائي الغير قابل للعد فإن المقياس الهندسي احدود المستخدم في هذه الحالة 
يحل مكان عدد العناصر , وبالتالي يمكمدا صياغة الآ :. 


- إذا كان 8 , كر حدثان في فضاء احتمال منتظم من النوع المنتهى وكان 00 <(2)183 
فإن احتمال وقوع الحدث 4 بشرط وقوع الحدث 18 يكون 
عدة عنا الخددث 15[إ]كر 
ا - (28 مم2 
عدهة عناضصر الحداث 1 
وبصورة أخرى 
عدد طرق وقوع الحدث 5 |[اكر 


- رآاكى)مآ 
عدد طرق وقوع الخدث ]1 ' ظ ١‏ 


- إذا كان 8 , هر حدثان في فضاء احتمال منتظم من النوع اللافائي الغير قابل للعد وكان 
0 <(2)8 فإن احتمال وقوعالحدث م بشرط وقوعالحدث 8 يكون 
(4)118) ده 
)م 
قباس طول فترة على خط الأعداد أو قياس طول فترة زمنية أو قياس مساحة أو حجم . 


-(8| لى) م حيث 08 يمثل المقياس الهندسي وقد يكون هذا المقياس هو 


>21 


١‏ لفصا الرابع الاحتمال ١‏ لشر وط 

مثال ه: 

في تجربة إلقاء قطعة نقود متزنة ثلاث مرات على التوالي إذا عُلم أنه في الرمية الأولى ظهر وجه 
الصورة فما احتمال أن يكون الوجهان في الرميتان الأخرتان صورتاتن . 

الحل : فضاء العينة ‏ (21111,11111,11111,1111,11111,1111.1111,1101 )دم 


نفرض 13 هو الحدث أن الوجه في الرمية الأولى صورة ونفرض 4, هو الحدث أن الوجهان 

في الرميتان الأخرتان صورتان فيكون المطلوب هو حساب (8 |4)< . 

(111111) اخ , (11111,11111) د ىن , 1211,11111,11117] ,للم دم 
1 (28()غ4)م 
4 (8)م 

مثال 5: نفرض أن فضاء العينة 5 يمثل مجموعة من الأشخاص في مدينة صغيرة والذين 

أكملوا تعليمهم الجامعي وموزعين كما موضح بالجدول الآني : 


-(18ام) م 


يعمل 18 | لايعمل لا | المجموع | 

رجال كر 460 40 500 2 
إناث 1١‏ 140 200 400 
المجموع 600 300 500 


فإذا تم اختيار شخص عشوائيا من هذه المجموعة , أوجد احتمال ما يأب : 

. أن يكون رجل إذا علمنا أنه يعمل‎ --١ 

؟- أن تكون أنثى إذا علمنا أنها لا تعمل . 

اخحل : نفرض الحدث 4 هو اختيار رجل والحدث 183 هو اختيار أنثى والحدث 77 هسو 
اختيار شخص يعمل والحدث 17 هو اختيار شخص لا يعمل 


0 - (]1)م ,ىر 460 -[(5)4018 , الاك اك -(1ام)م -1 
23 460 
ايه 
0 -(1)م , اا" الطلتاف ؟ للأقام 2 
5 ظ 
200 
300 سويد 
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مثال 7 : 
في تجربة إلقاء حجري نرد متميزين , أوجد احتمال أن يكون مجموع ما يظهر على الورجهين 
اكبر من 9 في كل من الحالات الآتية : 
١‏ - إذا ظهر العدد 6 على حجر النرد الأول . 
؟ - إذا ظهر العدد 6 على حجر واحد على الأقل . 
“" - إذا ظهر العدد 6 على حجر واحد على الأكثر . 
المحل: 
نفرض أن الحدث هو أن يكون مجموع ما يظهر على الوجهين اكبر من 9 . إذن 
[(6,6),. (6,5), (5:6) ,و (5,5) و(6,4) و(4,6)] ع كم 
١‏ - نفرض أن الحدث 8 هو ظهور العدد 6 على حجر النرد الأول . إذن 
6>ت(8)ه ., [((6,3(.)6,4(,)6,5(,)6,6) .و(8-1)6,1(.)6,2 


3-<-(4)18)م 0 ((0(8-14)6,4(.)6,5(.)6,6م 
0 ظالفاة دروام 
2 6 (8)م 
؟ - نفرض أن الحدث 8 هو ظهور العدد 6 على حجر واحد على الأقل . إذن 
(6,6) .و (5:6)و (4,6) و (3:6) و(1,6(,)2,6)] 8 


11 <(85)م , ((6,3(5)6,4(:)6.5) (6,.1()6.2) 
5 - (4)18)م 9 ((6.6), (6,5), (5.6) , (6,4) ,(4,6)] - 8[آلى 
5 59 (8ااهام -(8اه) م 
11 8 )م 


3 - نفرض أن الحدث 8 هو ظهور العدد 6 على حجر واحد على الأكثرء إذن 
الحدث8 هو مكملةالحدث ظهور 6 عللسى كل من الحجريين أيانه 
“((4)6,6 وحيث أن عدد عناصر فضاء العينة يساوى 36 , إذن 


5 - ('[(1)6,6)ه -(8)م 


5>-(8الش)اس ىو [(5,5(,)5,6(,)6,5), (1)4,6(,)6,4]- 8الهم 
1 5 (ق8|اخام 


35 (2)8 -(ه|م) م 
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مثال 8: 


تصل حافلة إلى محطة ما يوميا في وقت عشوائي بين الساعة 6:00 والساعة 6:30 صباحاء 
وصل شخص إلى امخطة في الساعة 6:00 صباحا وانتظر الحافلة حتى الساعة 6:10 ولم تصل 
فما هو احتمال أن تصل الخافلة خلال 5 دقائق أخرى على الأكثر . 

امحل : 

تفن تلاك هو أن الحافلة تصل بين الساعة 6:10 والساعة 6:15 ونفرض الحدث 
8 هو أن الحافلة تصل بين الساعة 6:10 والساعة 6:30 . إذن الحدث 4 بمثل فترة زمنية 
طوفا 5 دقائق من الساعة 6:10 إلى الساعة 6:15 والحدث 28 بممثل فترة زمنية طولها 20 
دقيقة من الساعة 6:10 إلى الساعة 6:30 وبالتالي فإن الحدث 4018 يمثل فترة زمبية 
طوهها 5 دقائق من الساعة 6:10 إلى الساعة 6:15 والمقياس المستخدم هو طول الفترة 
الزجيفه رذ 2 تدك -(4|8) م 

مثال 8: 

مزرعة سمكية صغيرة بحا 105 سمكة بينها 40 من سمك السلمون والباقي من سمك البلطي ؛ 
وضعت شبكة صغيرة فاصطادت 8 سمكات . أوجد احتمال أن أثنين منها من نوع السلمون 
إذا علمت انه على الأقل 3 منها من نوع البلطي . 

الحل : نفرض أن 4 هو الحدث أن أثنين من السمكات الثمانية بالشبكة من نوع السلمون 
وهذا يعنى أن 6 منهم من نوع البلطي , ونفرض 8 هو الحدث انه على الأقل 3 منها مسن 
نوع البلطي , أي أن 8 هو الحدث أن عدد السمك البلطي بالشبكة يكون <« حيث 
8 وبالتالي فإن الحدث 4)(8 هو أن عدد السمك البلطي بالشبكة يكون 2-6 
والمطلوب هو حساب (8 |2)4 . إذن 


! 7 0 7 ع 

«-8)| )ب ة 2][ 6 

3 - 010 2 -(5)8 , 0.231072 5 -(018مم 
8 8 

2000 72 (018خ)م 


(8 قاط 
3 (2)8 


شف 
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:٠١ مثال‎ 


في تجربة سحب كارت عشوائياً من مجموعة من 100 كارت مرقمة 99,... ,00,01,02 
إذا علمت أن حاصل ضرب أرقام العدد على الكارت المسحوب يساوي 0 فأوجد احتمال 
أن مجموع أرقام العدد على الكارت المسحوب يساوي 2/ لأي عدد صحيح 18> > 0 . 
الخل: 
نفرض 18 هو الحدث سحب كارت بحيث أن حاصل ضرب أرقام العدد الذي يظهر على 
الكارت المسحوب يساوي 0 وأن ,لم هوالحدث سحب كارت بحيث أن مجموع أرقام 
العدد الذي يظهر على الكارت المسحوب يساوي 12 إذن 

8-400 0102 , ... ,09,10, 20 ,...90( 

2)8(-19 ,. .2)5(>- 0 

ومن تعريف الحدث ,إل فإن أقل قيمة يأخذها 1 هي 2-0! ونحصل عليها من مجموع 
أرقام العدد 00 واكبر قيمة يأخذها عا هي 2-18! ونحصل عليها من مجموع أرقام العدد 99 
وبالتالي فإن قيم >1 تكون الأعداد الصحيحة 18 >1 > 0 . إذن 


1-0 , (100 
9 >1 >0 , (0ط, غ01 85-4 [آايرم 
8 >> 9 , 4 
وبالتالي 
0< .و 1 
9> >1 >0 , 2 4-(8[)إيره )م 
8 > !> 9 , 0 
إذن 
1-0 , 
9 
مويو 13 لظ للسفلة درم يوم 
19 (2)18 
418 , 0 
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“ا - قضاء العينة المختئز ععوم5 عامصد5 لعععبلعجم 

نفرض الحداث 13 من فضاء العينة 8 لتجربة عشوائية ما حيث 0 < (2)13 2 لأي 
مجموعة جزئية 19 من 13 نعرف الدالة 0 كالآني : 

رظ |8)م <(8) 0 

إذن الدالة © هي دالة من عائلة امجموعات الجزئية من 13 إلى الفترة المغلقة [0,1] .2 ومن 
الواضح أن الدالة © تحقق ما يأ : 
أولاً : . لأي حدث 8 من 8 فإن 0 < (:0)8) وهذا يحقق المسلمة الأولى للاحتمالات 
انياً + 16 -(8|8)م -(8) 0 وهذا يحقق المسلمة الثانية للاحتمالات 
الك : إذا كان ... و11,12 متتابعة لانمائية من الأحداث المتنافية المأخوذة من [1 فإن 


(:18) 20 ر8 :2658 - ر8 | رظ نا )م د ررظ8 لا ) © 
1 1 دز 1< 


إذن الدالة © تحقق مسلمات نظرية الاحتمال وبالتالي فإن © هي دالة احتمال , ونلاحظ 
انه بينما الدالة 82 هي دالة احتمال معرفة لجميع المجموعات الجرئية من 5 فإن الدالة © 
هي دالة احتمال معرفة فقط جميع امجموعات الجحزئية من 13 » وبناء على ذلك فإنه للدالة (© 
تم اختزال فضاء العيئنة يصبح 13 بدلا من © وفى هذه الحالة فإن 18 يسمى بفضاء العينة 
المختزل . وهذا الاختزال لفضاء العينة يكون مفيد جدا في حاب الاحتمال المشروط » 
وبالتالي فإن الاحتمال المشروط ( 83 | 4 )2 حيث 8ح ل يمكن حسابه عسن طريق 
اختزال فضاء العينة 5 إلى 18 ثم حساب (40[8 )0 كما موضح بالشكل . 


وما لا شك فيه أن حساب الاحتمال الغير 
مشروط (4](8 )0 بالنسبة لفضاء 
العينة المخترل 18 يكون اسهل بكثير مسن 
حسياب الاحت مال الملشروط 
( 8 |4 )2 بالنسبة لفضاء العينة 8 . 
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مثال :١١‏ 
في مزرعة ما يوجد 13 رأس من الغنم 3 منها مصابة بجرثومة الحمى . لاسسستبعاد الأغنام 
المصابة تم اختيار الغنم واحدة بعد الأخرى فإذا وجدنا أن الأغنام الأربعة الأولى التى تم 
اختيارها جميعها سليم فما هو احتمال أن الاختيار الخامس يكون أحد الأغنام المصابة . 
الحجل: 
عدد الأغنام السليمة 10 وعدد الأغنام المصابة 3 وحيث أن الأغنام الأربعة الأولى التي تم 
اختيارها جميعها سليم , إذن فضاء العينة 5 الذي به 13 رأس من الغنم ( عدد 10 سليم 
وعدد 3 مصاب ) يمكن اختزاله إلى فضاء العينة 15 الذي به 9 من الأغنام ( عدد 6 سليم 
وعدد 3 مصاب ) وحيث أن المطلوب هو احتمال أن الاختيار الخامس يكون أحد الأغنام 
المصابة » إذن يمكن الآن إعادة صياغة المسألة في فضاء العينة المخترل 19 بالصورة الآتية : 
" من بين 9 من الأغنام ( عدد 6 سليم وعدد 3 مصاب ) تم 
اختيار أحد الأغنام فما هو احتمال أن يكون من الأغنام المصابة " 


إذن الاحتمال م المطلوب يكون دم . ونلاحظ في هذا المثال مدى السهولة في 


الحل نتيجة للتعامل مع فضاء العينة المختزل والذي بدونه لن يكون اخل بمثئل هذه السهولة . 


مثال ؟١:‏ 
عائلة لديها ثلاثة أطفال , مع مراعاة الأسبقية في الولادة أوجد : 
-١‏ احتمال أن يكون للعائلة ولد واحد فقط بشرط أن يكون الطفل الأكبر بدت . 
- احتمال أن يكون للعائلة ولدا واحد على الأقل إذا عُلم أن الطفل الأكبر بنت . 
#- احتمال أن يكون للعائلة بنتان إذا عُلم أن الطفل الأكبر ولد . 
4 - احتمال أن يكون للعائلة بدت على الأكثر إذا عُلم أن أحد الطفلين الأكبر أو الأوسط ولد 
الحل: 
بفرض أن الرمز © يعنى ولد ( نإه8 ) والرمز بم يعنى بنت ( 8151 ) ومع مراعاة الأسبقية 
في الولادة فإنه في العائلة التي لديها ثلاثة أطفال يكون فضاء العينة 
[ 855 . طمع , 505 , ططع , قعط, طقط, قطط, ططط) - ه 
حيث 088 تعنى أن الطفل الأكبر ولد والطفل الأوسط بدت والطفل الأصغر بدت . 


5” 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط 
-١‏ نفرض الحدث 4, أن يكون للعائلة ولد واحد فقط , أي أن (طعع رع8م8رع8 )4-1 
ونفرض الحدث 8 هو أن يكون الطفل الأكبر بنت وهذا يمثل فضاء العينة المختزل , إذن 

( ميقع وطع) - ظالذة ‏ . [ 558, طيع, ع8طع, ططع) - 8 
المطلرب هو ( 8 | 4 )2 وهذا يمثله احتمال الحدث 401188 بالنسبة لفضاء العينة المخنتزل 13 
4100 2 
إذدت ‏ 2-2- (8إه)م 

2 4 2 
؟- نفرض الحدث 4 هو أن يكون للعائلة ولدا واحد على الأقل , أي أن يكون لدى العائلة 
إما ولد وبنتان أو ولدان وبدت أو ثلاثة أولاد , أي أننا نستبعد أن يكون الثلاث أطفال بدات » 
إذن ( ط88 , 8085 , ططع , 55 , طقط, عطط, ططط) - 4 
ونفرض الحدث 2 هو أن يكون الطفل الأكبر بنت وهذا يمثل فضاء العينة المختزل » إذن 
( 858, قمع , ططع) - 8اال4 ,ى, ( 588, طوع, 86طع, ممع ) - 8 
المطلوب هو ( 8 | 4 )2 وهذا يمثله احتمال الحدث 40113 بالنسبة لفضاء العينة المختزل 13 


إذن د (8إه)م 


* - نفرض الحدث 8 هو أن يكون للعائلة بنتان ( طعع. قطع, عوط )- م4 
ونفرض الحدث 82 هو أن يكون الطفل الأكبر ولدا وهذا يمثل فضاء العيئة المختزل » إذن 
(ططع) > 18)ى ‏ ,و (قعط, طعط, عطط, ططط)ع 2 

المطلوب هو (8 | )2 وهذا بمئله احتمال الحدث 48 بالنسبة لفضاء العينة المخترل 18 
إذن ب (4|8)م 

- نفرض الحدث 4, هو أن يكون للعائلة ببست على الأكثر » أي أن يكون لدى العائئنة 
إما ولدان وبئت أو ثلاثة أولاد ( 0ع , طع5, 508, 0 - ف ونفرض الحدث 82 

هو أن يكون أحد الطفلين الأكبر أو الأوسط ولد وهذا يمثل فضاء العيئة المختزل , إذن 
(ططعرطعطرعططرططط؟ 8[ الى , ومع رططعرععط , طعطرعطط, ططم) - ير 

المطلوب هو ( 8 | 4 )2 وهذا يمثله احتمال الحدث 40113 بالنسبة لفضاء العينة المختزل 18 


إذن 


صاةس 
دم | بي 


- (4|8)م 


"5 


مبادئ,الاحتمالاات 


فبخبال 7 
قام رجل بزيارة عائلة لديها طفلان » ودخل أحد الطفلين إلى الغرفة وككان ولداء أوجد 
الاحتمال م أن يكون الطفل الآخر ولدا إذا كان 
١‏ - من المعلوم أن الطفل الآخر هو الأصغر . 
؟ ليس هناك أية معلومات عن الطفل الآخر . 
الحل: 
عرض اهارق يعنى ولد والرمر بم يعنى بدت ومع مراعاة الأسبقية في الولادة فإنه في 
العائلة التي لديها طفلان يكون فضاء العيئة 
(858. طق قط, طط) ده 


حيث ع8 تعنى أن الطفل الأكبر هو الولد بيدما الطفل الأصغر هو البنت . 


١‏ - حيث انه من المعلوم أن الطفل الآخر هو الأصغر فهذا يعنى أن الطفل الذي دخل إلى 
الغرفة هو الأكبر بالإضافة إلى انه ولد لذلك نفرض الحدث 18 هو أن الطفل الذي دخل إلى 
الغرفة هو الأكبر بالإضافة إلى انه ولد : أي أن فضاء العينة المخترل 

( عط, طط ) - 8 
ونفرض الحدث 4 هو أن الطفل الآخر ولد . أي أن ( طط)4د-ى ' إذد (إطط - 4/8 


وبالتالي فإن الاحتمال م أن يكون الطفل الآخر ولد يكون دم ْ 
؟ ‏ حيث انه ليس هناك أية معلومات عن الطفل الآخر لذلك نفرض الحدث 8 هوأن 


الطفل الذي دخل إلى الغرفة ولد . أي أن فضاء العينة المختزل 
( طعم, عط, طط ؛ - 8 


ونفرض الحدث 4 هو أن الطفل الآخر ولد . أي أن ( طط) - ل ء إذن 


1 35 1 
(06) - 418 وبالتالي فإن الاحتمال م يكون الطفل الآخر ولد يكون 00 


ودلا 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط 


ا قانون حاصل |اضرب للاحتمال اامشتتروط 
/إ)االأنطوطهء2 00101101121 :0] بلاج | 610 1أدم1ام انالا 
بمكن الاستفادة من تعريف الاحتمال المشروط 
(08ه)م 
(8)م 
في حساب (2)480[8 وذلك بضرب الطرفين في (8)8 حيث 0 <(2)8 
فنحصل على ما يسمى بقاعدة الضرب 
(1) (4|8)م (8)م د(ر18)مى)م 


دز8اه) م 


وإذا كان 0 < (2)4 فإنه باستبدال 4 محل 8 واستبدال 18 محل , صل على 
(11) زه اظ7)8 (4)« -(408)م 


إذن حساب (6)401188 يتوقف على كون أي الحدثان يقع أولاً » فإذا كلن (5)4|8 
معلوم فإننا نستخدم القانون في المعادلة ( 1 ) بينما إذا كان (4 |2)13 معلوم فإننا نستخدم 
القانون في المعادلة ( 11 ) . 
مثال :١+‏ 
صددوق يحتوي على 7 وحدات من إنتاج ما ما 2 وحدة معيبة » تم سحب الوحدات من 
الصندوق بطريقة عشوائية واحدة بعد الأخرى بدون إرجاع . أوجد احتمسال سحب 
الوحدتين المعيبتين في أول وثائن سحب . 
اللحل: 
نفرض أن الحدث 4م هو سحب الوحدة الأولى معيبة والحدث 8 هو سحب الوحلة الثانية 
معيبة , أذن المطلوب هو حساب 2)4)١11(‏ . ومن قاعدة الضرب فإن 
(4|ظ8)م رمعم -(408م)م 
1 


وحيثاد 40-5 |8)م , 2-(ه)م إذن 


1 2 
سا يح د ع (4)[8)ر2 
21 6 7 ادم ( 


558 


مبادئ الاحتمالاات 


:١ 86 مثال‎ 

صندوق يحتوى على 6 كرات حمراء , 4 كرات بيضاء تم سحب كرتان مسن الصندوق 

بطريقة عشوائية واحدة تلو الأخرى وبدون إرجاع .أوجد احتمال 

. أن تكون الكرتان من اللون الأحمر‎ - ١ 

؟ - أن تكون الكرتان من نفس اللون . 

المحل: 

نفرض الحدث ل هو أن الكرة المسحوبة أولا تكون خخراء والحدث 83 هسو أن الكرة 

المسحوبة ثانيا تكون حمراء . 

١-الحدث‏ أن تكون الكرتان من اللون الأحمر هو 4118 . ومن قاعدة الضرب فإن 
(ه|8)م (ذ)م<(408ه)م 


5 6 5 
وحيث أن  <)8|4(-<‏ .,ى -- ر(ه)م إذن 
-(ه |8) العايكم 
5 
10 


1[ 5 
كت -(8 )م )م 
كد (18ااه) 
*" -الحدث © أن تكون الكرتان من نفس اللون هو أن تكون الكرتان من اللون الأ“مر 
8ه أو أن تكون الكرتان من اللون الأبيض “4/0118 حيث 'ل4 هو الحدث أن تكون 
الكرة المسحوبة أولاً ييضاء وهو مكملة أن تكون حمراء لأن الصندوق به لونان فقط . /1 هو 
الحدث أن تكون الكرة المسحوبة ثانيا بيضاء أي أن 
('8[)'ه)نلا(4)18) - © 

وحيث أن الأحداث '4')1183 . 4١8‏ متسافية » إذن 

('18'خ) ”2 + (18/ذغ)! - (('8[)'ذ) نلا (18غ))! -<(0)رم 
ومن قاعدة الضرب فإن 

2 


3 
2-2 2ح سس 4.- 
15 9 


0 


- ز'ه4 
10 ) 


'5)8 ('م)م -(8 40 )م 
إذن 
0 


ةج لخدقم 
15 15 3 


احن 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط 

وقاعدة الضرب في معادلة ( 11 ) يمكن تعميمها لحساب احتمال الوقوع المشترك مجموعة من 
الأحداث فمئلا, 

في حالة ثلاثة أحداثت و4 , رك , رح إذا كان 0 <(2ي4/)[4)< فإن 


زيخمرية زيح)< ( يحزيح)م زيذ)ه - ( يخايد مره )م 


وللتحقق من ذلك 
حيث أن 142(<0)رخ)<ا يؤدىإلى 41(<0)م 
إذن من تعريف الاحتمال المشروط 


(يخلايه إيهام ( يد ايهاه (ره)م 

زيها) يخااية)< ي زمه يهام >« ( ب )م 
زية )١‏ به )م (بخ)م 

( يذااية ارده )م 


والنظرية الآتية تصف تعميم لقاعدة الضرب في حالة 8 من الأحداث . 


نظرية ؟ : قانون حاصل الضرب للاحتمال المشروط 


لأي مجموعة من الأحداث وى 4د ى ... و47 رر4 إذا كان 


هده>كعطا >1 ا 0<(بي4/) ...١)بي4,)14)م‏ 
فإن 


(برة]) ... إاجة1اابرة)م 


(مة 0 ٠٠١‏ لايخلا به امذ )5... زيخلارة امذ )ص ( يذ ايح )< ( يخ )« - 


1 


ميادئ الاحتماللات 


: ١5 مثغال‎ 


صندوق يحتوي على 12 وحلة من إنتاج ما يما 4 وحدات معيبة . اختيرت 3 وحدات 


عشوائياً من الصندوق واحدة تلو الأخرى بدون إرجاع , أوجد : 


. احتمال أن تكون 3 وحدات سليمة‎ - ١ 


* - احتمال أن تكون الوحدة الأولى والثانية سليمة بينما الثالثة معيبة . 


“# - احتمال أن تكون واحدة على الأقل معيبة . 

الخحل: 

القرض قالطال ىك هو سحب الوحدة الأولى سليمة 
الحدث 42 هو سحب الوحدة الثانية سليمة 
الحدث دم هو سحب الوحدة الثالثة سليمة 


عدد الوحدات 12 


7 


-١‏ الحدث أن تكون الوحدات الثلاث سليمة هو و42)[4 []41 ٠»‏ «بالالي 
(يخكيةايفاء (رذايماه (رخاه - ( يخاي مره )م 


وحيث أن 


10 


8 7 66 [1 


إذن سس بح لبد بيع نسم كجق للسش اك 
11 12 


6 7 8 
خ د ريه ابه ارده)م , ديه زيمم ف د د(ية)م 


( و4 لاية ابد )م 


؟ - الحدث أن تكون الوحلتان الأولى والثانية سليمتان بينما الوحصلة الثالقفة 


معيبة هر 411420145 حيث 45 هر مكملة الحدث و ويعنى اختيار 


الوحدة الثالثة معيبة 2 إذد 


(يشلاره اؤه)م (يدايه)” زبد)ء - (ئ4ايةذ مره )م 


874 _ 2 


<_داجا د 


> داح 
1١65‏ 10 11 12 


م اللحدث أن تكون واحدة على الأقل معيبة هو مكملة الحدث أن تكون 3 وحدات 


سليمة أي انه ( و42)[14 10١‏ ) ء إذن 
41_ 14 


حدس د 1ع (جوةااجة(ابذة) -1 ح '(جوة[ايذ ()رة )م2 


55 55 


؟١‎ 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط 
خ -الآحة نظرية 
*5ع/!5231 300 بإ أاتطهطهءظ 10131 
في بعض الخالات يكون من الصعب أن نحسب مباشرة احتمال وقوع حدث ما 8 مسن 
فضاء عينة 5 لتجربة عشوائية . ولكن من الممكن حسساب (/2)8|4 , (2)8|4 
حيث لم حدث آخر من فضاء العينة 8 » ولمثئل هذه الخالات يمكن استخدام النظرية التالية 
والتي تعرف بقانون الاحتمال الكلي وهذا القانون يستخدم في العديد من التطبيقات . 


نظرية "” : قانون الاحتمال ١‏ اللأطقطوء2 1681 [آه اعهآ 
نفرض أن حم حدث من فضاء عينة 5 لتجربة عشوائية ما حيث 
0<" , 4(<0)رم 
إذن لأي حدث آخر 8 فإن 
(' |8)< ('ذ)ط + رذ |8)ط رهاط - ر8)م 

البرهان : 
حيث أن 'ى , 4 تجزيئا لفضاء العيئة 8 2 أي أن 

© ح 'خإ)4 ., '4لاخ -5 
إذن 


( 8 '4) نا( 8 4) - 8 0('ه لال )- 8( 5١‏ - ع8 


وحيث أن 'لى , م أحداث مصسافية فإن 4"][18 , 4][8 أحداث مصسافية إذن 
(4'08) م +(408)< -(8)م 
اظ)م كة)« + (ى|8)ط (4)م - 


خض 


بادئ الاحتمالاات 


مشال 17: 

صندوقان يحتوى الأول على 20 مصباح كهربائي منها عدد 4 مصالبيح معيسة ويحتوى 
الصندوق الثاني على 30 مصباح كهربائي منها عدد 5 مصابيح معيبة . ألقي حجر نرد مستزن 
مرة واحدة فإذا ظهر وجه يحمل عدد يقبل القسمة على 3 غغعار عشوائياً مصباح من 
الصندوق الأول وخلاف ذلك نختار عشوائيا مصباح من الصندوق الثابي . أوجد احتمال أن 


المصباح الذي تم اختياره يكون معيب . 

اللمحجل: 

نفرض الحدث 4 هو اختيار مصباح من الصندوق الأول وبالتالي الحدث /4 هواخهار 
مصباح من الصندوق الثابي ونفرض أن 15 هو الحدث اختيار مصباح معيب . إذن الاحتمال 
المطلوب هو (8)1883 ومن قانون الاحتمال الكلي بنظرية ( " ) فإن 


ا2)8 )م + (8|4)م ر4)م - (8)م 
وحيث أن ظهور وجه يحمل عدد يقبل القسمة على 3 أي ظهور 3 أو 6 يؤدى إلى أن نخصار 
عشوائياً مصباح من الصندوق الأول وبالتالي وقوع الحدث 4 بينما ظهور 1 أو 2 أو 4 أو 5 
يؤدى إلى أن نختار عشوائياً مصباح من الصندوق الثاني وبالتالي وقوع الحدث '4 » إذن 


2 4 
القاكة كك لتك تك الم 4 | - 000 1 | 
5 و(4) م ره) 

1 5 1 4 
+ع عد زه |8 )م 22200,2- - - رهم اهم 
6 30 0 5 20 8 

وبالتالي 
('4ا2)8 رهاط + ( |8)م (4)ظ - (8)م 
1 2 1 1 
يخ ل لي ديا داح 
6 3 5 3 
ل 
45 


ول 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط 

نظرية ؛ : قانون الاحتمال الكلي في الحالة العامة 

إذا كانت الأحداث ىن 4 و ... و42 و41 تجزيئا لفضاء العيئة 5 لتجربة عشوالية 
حيث [8, ... ,111,2 2)4:/(<0 وكان 18 أي حدث آخير ني فضاء العينة فإن 


زبة |ا8)ظ ربنم ١,‏ <(8)م 


1-ز 
البرهان : 
حيث أن مر ك, ... ودرةوررك4 ترينا لفضاء العينة 8 . أي أن 
1 
زهر... وقول ء زرأ , في*1ة لا © رةلارة , 46 لا -ه5 
1[ 


إذن 


وحيث أن 3م أحداث مسافية لكل (8.و... .1411.2ع1 فإن 8آارة أحذداث 


متنافية لكل (18و... و2 و11ع1 .إذن 


(صميمم تر زدسميم ةق ام ددرمم 
(ه| © (6)م لا - 


تغرف 


مبادئ الاحتمالاات 


مثال ١8‏ : 
ثلاث ماكينات تسج على الترتيب 2090 . 3090 . 50906 من الإنتاج الكلي لأحد 
المصانع » وكانت نسبة إنتاج قطعة تالفة من الماكينات الثلاث هي 590 , 4090 : 30/0 

على الترتيب . إذا سحبت قطعة من الإنتاج الكلي عشوائيا » فما احتمال أن تكون تالفة؟ 
اللحل: 
رض أن 4 هو الحدث أن القطعة المسحوبة كانت من إنتاج الماكينة الأولى 

جم هر الحدث أن القطعة المسحوبة كانت من إنتاج الماكينة الثانية 

وه هرالحدث أن القطعة المسحوبة كانت من إنتاج الماكينة الثالثة 


ونفرض أن الحدث 19 هو سحب قطعة تالفة 


ومن قانون الاحتمال الكلي , إذن 
(يحزه)م 6" م -(8) م 
(وحز8)ء (وماع ع( رحاقاء(يم)م عزرهز8) 2( 4)م - 


5 2 | 4 3 3 5 
عل عا دل _ يا دامح 
0 10 100 10 100 10 
15+12+0 _ 
1000 
37 


2001000 


؟ 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط 


نظرية ه : نظرية بييمسرز 1260161331 'و6ع883 
إذا كانت الأحداث وذك, ... +4 ,1 ك ا 21تجريئا لففاءالعيية 8 
وكات 8,... ,11,2 9 4:(<0) 2 فإنه لأي حدث 8 من فضاء العينة 5 
حيث 2)8(<0 يكون 

(عها 8 )5< (يه)م 


-( 8امره)م 
(:ه| ه)م ال 
البرهان : 
من تعريف الاحتمال المشروط . نعلم أن 
ل ذهامر 
(1) لقصيما رم ممم 
)2 ه56 (ليه) م دز8 م يرم)م 


وحيث أن مذ 5ذ2 بدغخورذة تجريئا لفضاء العينة 8 5 أي أن 
إلا 
لم ... وثَيل ع زط . 1 8 © در اارة4 , إه لا -ه5 
إذن 
11 1 
(8 4:60) لا - 858 ماره ]- موده 
1-1 1-1 


وحيث أن بج أحداث متافية لكل (11, ... ,141,2 فإن 18[ 4 أحداث 


منافية لكل (2,... 1614195295 . وبالتالي 
(قميمع ث - [رهميمن |م درمم 
بالتعويض من (2) نحصل على 
(3) (ره| 6م (:ه)م 5 -(6 م 
وبالتعويض من المعادلات (2) » (3) في المعادلة (1) 0 


طرق 


مبادئ الاحتماللات 

:١8 مثال‎ 

في مثال ( م١‏ ) إذا سحبت قطعة من الإنتاج الكلي عشوائياً ووجد أنها تالفةء فماهو 
احتمال أن تكون من الماكينة الثانية ؟ 


المحل: 
نفرض أن الحدث 13 هو سحب قطعة تالفة , إذن المطلوب هو ( 8 |ج 4 ) 8 
ا 
12 100 10 _ (دهاة ١‏ (2ها)م د( قايم)م 
37 37 3 
1000 زرها فاع زره)م جح 
1-1 
مال ١؟‏ : 


في إحدى كليات التربية بجمهورية مصر العربية يدرس 0؟ 25 من الطلاب. 0لا 10 مسن 
الطالبات في قسم الرياضيات بالكلية علما بان 90 60 من الدارسين بالكلية من الطالبات . تم 
اختيار أحد الأشخاص الدارسين بالكلية عشوائياً ووجد انه يدرس في قسم الرياضيات فما 
احتمال أن يكون طالبة . 


الحل: 
نفرض الحدث كج أنه تم اختيار طالبة وبالتالي فإن ' هوالحدث اختيار طالب . إذن 
60 
4- 0.6 -1-('4)م .ث, 2-06 --(4)م 
ره ) 1 (ه4) 
نفرض 01 هو الحدث أن الشخص الذي ثم اختياره عشوائيا يدرس في قسم الرياضيات . إذن 
025 - 25 درم |2034 , وات كوم )م5 
100 100 
المطلوب هو حساب (71 | 2)4 وبتطبيق نظرية بييز 
ذه 2)311 (ه)م 
م 80704 جيب عزن |ه)م 
('ى |2)31 ('خ)م + (ه |2)31 رخ)م 
3 1< 0.6 


0.6 »0.1+ 040.25 8 


ضف 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط 


:”١ مثال‎ 


يتنافس ثلاثة أشخاص على منصب مدير لإحدى الشركات , وكانت احتمالات الفوز هم 
3 للأول و 0.5 للثابئ و 0.2 للثالث . وإذا كان احتمال زيادة المبيعات للشركة إذا فاز 
الشخص الأول هو 0.6 وإذا فاز الشخص الثاي هو 0.4 وإذا فاز الشخص الثالث هو 0.5 
١‏ - أوجد احتمال حدوث زيادة في مبيعات الشركة . 
؟ - إذا حدث زيادة في مبيعات الشركة فما هو احتمال أن يكون الشخص الثالث قد فاز 
بمنصب المدير ؟ 
اللحل: 
نفرض أن م هوالحدث فوز الشخص الأول بمنصب المدير 
وذ هو الحدث فوز الشخص الغالي عنصب المدير 
وخ هوالحدث فوز الشخص الثالث بمنصب المدير 
ونفرض أن الحدث 18 هو حدوث زيادة في ميعات الشركة . إذن 
2 5 3 
د زرهام خ ح زوهمام فخ -[بهاط 
كدريمم , 5دريم دم 


3 -(يممم ' -(يممام 57 ك د( يدهم 


-١‏ احتمال حدوث زيادة في مبيعات الشركة هو (2)8 ونحصل عليهمن قانون 
الاحتمال الكلي كالآنيَ 


(نواهام نهم رج -(8) م 
(وها8)< (وف)ه جز يهاه« (يما)م جز وماد( مام 3 


3 6 5 4 2 5 066 
« ” ُ_ 


10 10 10 10 10 10 10 
؟ -المطلوب هو ( 8 |1 4.) 8 وبتطبيق نظرية بييز » إذن 

5 2 
10 م1*مز (دهاةه<«<روم)م 
6 0000066 


100 (به م م زيمم 


-( قاوم) م 
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مبادئ الاحتمالات 


مثال ؟”” : 


ثلاثة صناديق متشافقة تحتوي على كرات ملرنة كما بالجدول الآ : 


الكرات الصندوق 1 الصندوق 1 أ الصندوق 111 


بيضشاء 5 1 3 
بيضاء /إلا َ ال 0 ل 1 
ال 


سوداء 8 3 1 
افسيوى” | 10 6 9 


تم اختيار صندوق عشوائياً وسحبت منه كرة , فإذا كانت الكرة المسحوبة سوداء أوجد 
احتمال أن تكون الكرة المسحوبة من الصندوق 11 . 

الحل: المطلوب هو حساب (2)11|13 وفي هذا المثال يوجد لدينا تجربة عشوائية 
ذات مر حلتين 

المرحلة الأولى : هي اختيار صندوق عشوائياً من ثلائة صناديق 

والمرحلة الثانية : هي اختيار كرة عشوائياً من الصندوق الذي تم اخختياره في التجربة الأولى 
وحيث أن الصناديق الثلاثة متشايمة فإن احتمال اختيار أيأنمنها مساري أي أن 


4-(5011 -(5)1 -(0)م 


ومن محتويات الصناديق نجد أن 
+-(12| 6م , 4+(7 هام , 2<( هام 
وبتطبيق نظرية بيبز . إذن 
ككا8)م رسام -(8 )م 
8|111 )" إكتتاط جز 11 قاط كنم جز 1 هام ركام 
1 

اك ل كك 

73 ل +1 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط 

مثال "5 : 

صندوق يحتوى على 20 كرة منها 7 كرات حمراء والباقي كرات زرقاء سحبت كرتين 
عشوائياً على الترتيب واستبعدتا من الصندوق دون النظر إلى ألوافا وبعد ذلك سحبت كرة 
الغة عشوائياً من الصندوق ووجد أنها حمراء . ما احتمال أن تكون الكرتان اللتان سسحبتا أولاً 
من اللون الأجر ؟ 

الحل : في هذا المثال يوجد لدينا تجربة عشوائية ذات مرحلتين 

المرحلة الأولى : هي سحب كرتين عشوائياً على الترتيب من الصندوق دون النظر إلى ألوافهد 
وف هذه الحالة قد تكون الكرتان من اللون الأمر أو مختلفتا اللون أو من اللون الأزرق . 
والمرحلة الثانية : هي سحب كرة ثالثة عشوائياً من الصندوق وبه 18 كرة . 

نفرض 41 هو الحدث أن تكون الكرتان اللتان سحبتا أولاً من اللون الأحمر وأن و4 هو 
الحدث أن تكون الكرتان اللتان سحبتا أولاً مختلفتا اللون وهذا يعنى أن الكرة المحوبة أولاً 
تكون حمراء والثانية زرقاء أو أن الكرة المسحوبة أولاً زرقاء والثانية حمراء ونفرض وم هو 
الحدث أن تكون الكرتان اللتان سحبنا أولاً من اللون الأزرق . وكذلك نفرض أن 8 هو 
الحدث أن الكرة الثالثة المسحوبة تكون حمراء ‏ والمطلوب هو حساب ([ 8 |2)47 . إذن 


5 121 6 7 
ل 01 | عدص _ العا داع زبقانآ] 
18 زيف |ظ) 1 0 19 20 (ه) 

9١91 6‏ 7 13 13 7 
بلشووه الوط ... الاي ني ليست وات 
18 زمه |8) 10 19 20 19 20 (يه) 


18 12 13 
حت -(و4)م 


8 
زوم ([)م2 1 اتتتتة) ,تلت لكا 
18 (يه |8) 0 19 20 


وبتطبيق نظرية بييز » إذن 


زرخ 6« زرم) مم 


ع( قاره)م 


5 .ث1 21 
105 _ 18 _190 5 
117 0 20700 022060078 91 2 5 2 21 
> + : 0# 


190 18 190 18 190 18 
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مبادئ الاحتمالإاات 


0 شجرة الآحئ ع1 إ)زانطقطمءم 

إذا كان لدينا مجموعة حوادث تمدل تبريئا لفضاء العينة لتجربة عشوائية ما. وكان لدينا 
حدث بأنَ من هذه المجموعة من الحوادث فإن شجرة الاحتمال تعتبر من الطرق المناسبة 
لحساب احتمال مثل هذا الحدث حيث يتم تمثيل فضاء العيئة بأصل الشجرة » وغشل تجزي 
فضاء العيئة بفروع الشجرة , وغمثل تجزي كل فرع بفروع جديدة فى الشجرة وهكذا . ويمكن 
الاستفادة من شجرة الاحتمال أيضا في تمثيل نتائج التجربة العشواية المتعددة المراحل 
وتعيين احتمال كل فرع من فروع الشجرة التي تمثل هذه التجربة حيث يتم استخدام 
نظرية حاصل الضرب للاحتمال المشروط لحساب احتمال أي ناتج تمشل بمسار معطى في 
شجرة الاحتمال والأمثلة الآتية توضح لنا أسلوب احل باستخدام شجرة الاحتمال . 
مغال 74: 
صندوق يحتوى على 6 كرات حمراء » 4 كرات بيضاء تم سحب كرتان من الصندوق 
بطريقة عشوائية واحدة تلو الأخرى وبدون إرجاع .باستخدام شجرة الاحتمال أوجد احتمال 
١‏ - أن تكون الكرتان من اللون الأحمر ١.‏ ”7 - أن تكون الكرتان من نفس اللون . 
الحل : نلاحظ أن التجربة ذات مرحلتين , فعند سحب الكرة الأولى فإنها تكون إما حمراء أو 
بيضاء وهذا يمثل المرحلة الأولى . ومع كل لون من هذه الألوان يرتبط لونان (الأمر والأبيض) 
كنتيجة لسحب الكرة الثانية وهذا يمثل المرحلة الثانية . 


وغثل هذه التجربة بكلجرة الاحتمال السحب الثاني السحب الأول 
1 5 3 
حيث حسبنا احتمال كل فرع من فروع 0 16795 
الشجرة كما موضح بالشكل . 6 
1- لحساب احتمال أن تكون الكرتان 
6 4 
من اللون الأمر تأخذ المسار حمراء 56 49 
7 1 14 1 5 1 5 
اا ا الي الا 
؟- لحساب احتمال أن تكون الكرتان من نفس اللون نأخذ المسار حمراء ثم حمراء والمسار 
بيضاء ثم بيضاء فيكون الاحتمال هو 7 د ثح كك 
15 15 3 


الفصر الرابع - الاحتمال المشروط 

مخال ©؟ : 3 | 

يحتوي صندوق 4 على 9 ورقات مرقمة من 1 إلى 9 ويمحتوي صندوق 8 على 5 ورقات 
مرقمة من 1 إلى 5 » اختير صندوق بطريقة عشوائية وسحبت منه ورقة ‏ باسستخدام 
شجرة الاحتمال للتجربة أوجد 

. احتمال أن تكون الورقة المسحوبة تحمل رقم زوجى‎ - ١ 

؟ - إذا كان رقم الورقة المسحوبة زوجياً فأوجد احتمال أن الورقة سحبت من الصندوق 4 . 
الحل : التجربة ذات مر حلتين 

المرحلة الأولى:اختيار صندوق إما 4 أو 18 وهذه يمثلها فرعين بالشجرة واحتمال أياً منهم ِ 
المرحلة الثانية:سحب ورقة عشوائياً من الصندوق الذي تم اختياره في المرحلسة الأولى وهذه 


الورقة تكون إما زوجية 17 أو فردية (1 . 


وغفل هذه التجربة بشجرة الاحتمال 2_>*ي1 1 
: 8 9 2 وه 

حيث حسبنا احتمال كل فرع من فروع 2006 ى 
الشجرة كما موضح بالشكل . وبالنظر 2*7 حة 8 
إلى شجرة الاحتمال والاحتمالات المرتبطة ٍِ- 2 0 4 1 

82 2 ١ 
كز سحو ااه اسح اد وي اد‎ 
2 . الحوادث المختلفة للتجربة‎ 


١‏ لحساب احتمال أن تكون الورقة المسحوبة تحمل رقم زوجي ( 18 )2 نلاحظ في شجرة 
الاحتمال أنه يوجد مساران يؤديان إلى سحب رقم زوجي 5 ء إذن 

1 2 1 

لا و ل و تررم 

5ش 5 9 5 2 9 2 
با الحساب احتمال أن تكون الورقة قد سحبت من الصندوق 4م إذا كان رقومالورقة 
المسحوبة زوجياً أي لحساب (5)4|19 

1 2/9 _ (68لما)م 1 


3 امام 
1 19/45 (9)م 


؟ 2" 


مبادئ الاحتمالاات 


مثغال 5؟: 


اخترنا أحد الصناديق بصورة عشوائية وسحبنا منه كرة عشوائيا .ارسم ش جر الاحتمال 

وامستنتج منها: 

3 احتمال أن تكون الكرة المسحوبة بيضاء . 

!ا - إذا كانت الكرة المسحوبة بيضاء فما هو احتمال أن تكون من الصندوق 3 . 

الحل : التجربة ذات مرحلتين المرحلة الأولى هي اختيار صددوق إما لم أو أو © وهذه 

بمثلها ثلاثة فروع بالشجرة واحتمال أياً منها .1 . والمرحلة الثانية هي سحب كرة عشوائياً من 
3 

الصندوق الذي تم اختياره في المرحلة الأولى وهذه الكرة تكون إما حمراء 12 أو بيضاء 78 

وغمثل هذه التجربة بشجرة الاحتمال حيث حسبا احتمال كل فرع من فروع الشجرة كما 


حٍٍ احتمال أن 3 1 1 _ 2 يي 1 
١ذ‏ لحساب احتمال ن تكون وداج دج 1 هرج 
الكرة ا به بيضغاء )12 1 يي 1 5 
جا لسر 0 ( لسن سن نس 1 
نلاحظ في شجرة الاحتمال أنه 5 _ 5 ي1 © رجانء 
1 306 102 3 1/3 
يوجد ثلاث مسارات تؤدى إلى 0 5 1 
سحب كرة بيضاء 187 , إذن ا 8 سروه 5 
9 6 300 ها ) 
1 1 
لو ووم ليآ 2/6 
6 9 36 4 تنايل سنا 


- لحساب احتمال أن تكون الكرة من الصندوق 27 إذا كانت الكرة المسحوبة بيضاء 718 
7 7/36 (0ا1)/ظ8)م 


20 20/36 0 (18)م ولكنالية 


* ع ؟ 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط 

مغال /ا؟ : 

صندوقان متشامان , يحتوى الصندوق الأول على 3 كرات حمراء » 2 كرة بيضاء ويحتوى 

الصندوق الثائ على 2 كرة حمراء » 5 كرات بيضاء . تم اختيار صندوق بطريقة عشوائية 

ثم سحبت منه كرة عشوائياً ووضعت في الصندوق الآخر بدون النظر إلى لوفا ثم سحبت كرة 

من هذا الصندوق الآخر . ارسم شجرة الاحتمال للتجربة واستدتج منها ما يأتى : 

. احتمال أن تككون الكرتان في السحب الأول والثابئ من نفس اللون‎ - ١ 

؟- احتمال أن تكون الكرة فى السحب الثابئ بيضاء . 

- احتمال أن تكون الكرة فى السحب الثابئ بيضاء بشرط أن الكرة فى السحب الأول 
كانت حمراء. 

ه - احتمال أن تكون الكرة فى السحب الثائ بيضاء بشرط أن الكرة فى السحب الأول 
كانت من الصندوق الأول . 

الحل: 

التجربة ذات ثلاثة مراحل , الأولى هي اختيار أما الصندوق الأول 1 أو الصندوق النان 

4 وهذه يمثلها فرعان بالشجرة واحتمال أي منها .+ لأن الصندوقان متشاهان , والمرحلة 


الثانية همي سحب كرة عشوائياً من الصندوق الذي تم اختياره في المرحلة الأولى وهذه الكرة 
تكون إما حمراء +1 أو بيضاء '739 ويمثل ذلك فرعان بالشجرة في كل اختيار من المرحلة الأولى » 
والمرحلة الثالثة هي سحب كرة عشوائياً من الصندوق الآخر بعد أن نضيف أليه الكرة التي تم 
سحبها في المرحلة الثانية وفي هذه الحالة يزداد عدد الكرات في هذا الصندوق بمقدار كرة 
واحدة وقد تكون هذه الكرة إما حمراء +1 أو بيضاء 7397 وعثل ذلك فرعان بالشجرة في كل 
اختيار من المرحلة الثانية وبالتاللي يمكن قثيل التجربة بشجرة الاحتمال حيث حسبنا امال 
كل فرع من فروع الشجرة كما موضح بالشكل . 
١-الحدث‏ 8 أن تكون كلتا الكرتان من نفس اللون نحصل عليه مسن المسارات الأول 
والرابع واخخامس والثامن . إذن 
1 3 
168530+ 6 


5د 1 4 2 1 6 2 1 3 3 1 
»د ير بس ير يع 2 ب 2 يرك ير 2 جح ير يرح - (3)م 
7 6 7 2 8 5 2 8 5 2 


مبادئ الاحتمالاات 


اتسن حثتهء اتمار حتةت اتددز حتت 
ادثادثته ادّثا ذية الأوتى 
1 
38 
ا 1 
كي 0 


8 


سم زيم سايم سايم سرزيم سمإيم سر|يم سرايم سرإيم 
0 


الث يم | ظا بم | دا الك بم اك نات ا | الك الت 
1 1 1" 


18 


م | يمن |م 5م هزت هزه ااه لالت 


؟'- الحدث © أن تكون الكرة فى السحب الثائ بيضاء * عليه ممر. المساوات الثائ والوار 
ٍِ ب الثالي من 5 ب والرابع 
والسادس والثامن 5 إذن 


بوي شيو ير وم 
8 5 2 8 5 2 


#- الحدث 177 أن تكون الكرة في السحب الثاني بيضاء بشرط أن الكرة في السحب الأول 
حتمراء صل عليه من المسارات الثابي والسادس 1 إذن 


0 


0 336 


202 5 3 
ج ل يخ سا يخ سا لس هو ب كا 
6 7 8" 5 
4 - الحدث 7 أن تكون الكرة في السحب الثاني بيضاء بشرط أن الكرة في السحب الأول 


من الصندوق الأول نحصل عليه من المسارات الثاني والرابع . إذن 


27 


6 12 5 3 
سس حت اذ يخا ست يخ اس ل ست بخ سل كوو 
80 488 5 2 8 5 


هع" 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط والاستقلال 


؟ الأحداث المستقلة_ ذأتعيع )صءلمعمعءكما 

نفرض أن 13 , م حدثان من فضاء العيئنة 5 لتجربة عشوائية ماء ونفرض أن 
200 , 2)4(<0 . بوجه عام . نعلم أن الاحتمال المشروط للحدث فر إذا 
عُلمِ 18 لا يساوى احتمال وقوع الحدث 4 ولكن إذا حدث وكان (2)4 -(4|8) م 
في هذه اخالة نقول أن الحدث 4, مستقل عن الحدث 128 وهذا يعنى أن علمنا بوقوع الحدث 
8 لن يؤثر في فرصة وقوع الحدث 4 , ومن تعريف الاحتمال المشروط 


لا كط -رورم) م 
إذن 
: 
(4)م ل جد (ذ)ط -(4|8)م 
(8)ط (خ]ط - (408)م جه 
وم دنا تلط .نه 
(4)م 


(8)م - (8|4)م جه 
ومن هذا نستنتج أنه إذا كان الحدث 4 مستقل عن الحدث 73 فإن الحدث 8 يكون أيضا 
مستقل عن الحدث 4د » ومعنى آخر . إذا كان علمنا بوقوع الحدث 8 لن يؤثر في فرصة 
وقوع الحدث 4, فإن علمنا بوقوع الحدث 4, لن يؤثر في فرصة وقوع الحدث 13 . ومن هذا 
يمكننا القول أن علاقة الاستقلال هي علاقة تمائل على مجموعة كل الأحداث من فضاء العينةء 
وكنتيجة حخاصية التمائل الى تحققها علاقة الاستقلال فإنه بدلا من تقديم تعريف لاستقلال 
الحدث 4م عن الحدث 8 وتقديم تعريف لاستقلال الحدث 18 عن الحدث 4 فإنا نأخل 
تعريف لاستقلال الحدثان 18 , 4 كما في التعريف الآنَ : 
تعريف 7 : الحدثان المستقلان 
يقال أن الحدثان 2 , حر مستقلان 4م206عم1306 إذا كان 

رظ)" رخ)" - رظااحا)م 
وفى هذه الخالة نقول أن مجموعة الأحداث ( 183 , 4 ) هي مجموعة مستقلة من الأحداث وإذا 
كان الحدثان غبر مستقلان فإنه يقال اهما يعتمدان على بعضهما 126062016116 . 


"555 


مبادئ الاحتمالاات 


ملاحظة : 
في التعريف السابق لاستقلال حدثان 8 , ف / نشترط أن 0 < (2)4 أو 0< (2)8 
وبالتالي فإن 


. 8 أي حدث ل4 بحيث 0-(82)4 يكون مستقل عن كل حدث آخر‎ -١ 
. 8 أي حدث 4 بحيث 1-(2)4 يكون مستقل عن كل حدث آخر‎ -١؟‎ 


مثال 8” : 
في تجربة إلقاء عملة معدنية متزنة مرتين نفرض أن الحدث 4, هو ظهور صورة في الرمية الأولى 
ونفرض أن الحدث 8 هو ظهور صورة في الرمية الثانية . 
هل 8 ,4 أحداث مستقلة ؟ 
الحل: 
في تجربة إلقاء عملة معدنية متزنة مرتين فإننا نحصل على فضاء العينة النتظم 5 
(111,11, 1811 1111) د و 
حيث 11 تعنى ظهور وجه الصورة . 1 تعبى ظهور وجه الكتابة . 
وحيث أن الحدث 4 هو ظهور صورة في الرمية الأولى 
والحدث 18 هو ظهور صورة في الرمية الثانية , 


إذن 
(118) - ظله , (811,781 ) -8 , 111,117 )دم 


1 1 
--(5)4018 , 2د 
7 (18) ا 


- 
بصصمر 
5 
3-2 
ا 
يم | حد 


وحيث أن 


(2)8 (4)م - 2 (408)م 


إذن 8 , 4م أحداث مستقلة , 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط والاستقلال ‏ .2 


مثال 59: 
صندوق يحتوى على 5 كرات حمراء , 7 كرات بيضاء . تم سحب كرتان مسن الصنسدوق 
بطريقة عشوائية واحدة تلو الأخرى .نفرض أن الحدث 4م هو أن تكون الكرة الأولى مراء 
ونفرض أن الحدث 2 هو أن تكون الكرة الثانية حمراء . 

١‏ - إذا كان السحب مع الإرجاع هل الحدثان 4,18 مستقلان ؟ 

؟ - إذا كان السحب بدون إرجاع فهل الحدئان 2 , 4 مستقلان ؟ 

اللحل: 

وه ب الارطاع 


في هذه الخحالة ِ (8)م وم وباستخدام القاعدة الأساسية للعد فإن 
1 1 12 


25 5 5 
الدح ير -ة(8|ا4)لم 
1/44 12 12 8009 


وحيث أن (8)م رمم 2 - (4)008 )2 إذن الحدثان 8 , 4 مستقلان . 
؟ - السحب بدون إرجاع 
لحساب احتمال 8 نستخدم قانون الاحتمال الكلي 

('ى|ظ)م حيط + رح ا8)ص رحى)ط -<(8)م 


إذن 
ح- 04 4 - 
12 11 12 11 12 


ومن ذلك ينتج أن  2)18(‏ [ 4 |8) 5 
إذن الحدثان 8 , حم غير مستقلان . 


مبادئ الاحتمالاات 

:”.١ مشال‎ 

في تجربة اختيار عددا عشوائياً من مجموعة الأعداد ( 100, ... ,41,273 نفرض أن 
الحدث حم هو اختيار عدد يقبل القسمة على 2 والحدث 13 هو اختيار عدد يقبل القسمة 
على 3 والحدث ') هو اختيار عدد يقبل القسمة على 5 . هل الحدثان 


8و مستقلان ؟ ؟- ©6, مستقلان ؟ «- © , 8 مستقلان ؟ 
اللحل: الأحداث 4,8,0 هى 
اا ف( 56 > م >1 4 ا يذ 
(١ 5‏ 33 > كه > 1 م 3 + - 85[ 
( 20 > > 1 م5 ) -0) 
إذن 
1 20 33 1[ 50 
502 0 7ن 0 عن 


١-هلالحدثان‏ 8 ,وى مستقلان ؟ 


الحدث 4113 هو اختيار عدد يقبل القسمة على كل من 3 , 2 أي يقبل القسمة على 6 إذن 
4 16 
لاح - لح ع (4])(8)م 16 > 8 > 1 : 62 - 48م 
26 100 ) )م2 1 4 

وحيث أن (2)8 (2)4 # (4)(8)< 2, إذن الحدثان 8 ,4 غير مستقلان . 


؟ هل الحدثان © ,وخ مستقلان ؟ 


الحدث 4)[600 هواختيار عدد يقبل القسمة على كل من 5 , 2 أي على 10 إذن 
1 10 
لخ تت (016م)<2, (10>ه>1 : م10)- )ام 
00 100 الل ١ ١‏ 


وحيث أن (2)0 (4) - (2)4)(00 ., إذن الحدثان ') , ك4 مستقلان . 


*" هل الحدثان © , 8 مستقلان ؟ 

الحدث )2 هو اختيار عدد يقبل القسمة على كل من 5 ,3 أي على 15 إذن 
ع د رمضم 61> م> 1 : 4)158- 86 

وحيث أن (2)0 (2)8 # (8)10) . إذن الحدثان 8,600 غير مستقلان . 


١‏ لفصا الرابع الاحتمال المشروط والاستقلال 
مثال "١‏ : 
إذا كان الحدث 4 يعنى أن للعائلة أطفال من النوعين ( ذكور وإناث ) والحدث 183 يعنى أن 
١‏ إذا كان للعائلة ثلاثة أطفال فإن الحدثان 8 , 4 مستقلان . 
؟ ‏ إذا كان للعائلة طفلان فإن الحدثان 8 , 4 غير مستقلان . 
الحل: 
١‏ - إذا كان للعائلة ثلاثة أطفال فإن فضاء العينة يكون 
( 888. طقع , عطع, ططع, ععط, طعط, عطط, ططط) <- 5 


إذن 
( طعع , عطع , ططع , ععط, طعط, عطط )- م4 


( 855 . ظعمع , 58 , 5685 ) - 85 


( طيع, ططع, عع( 82-14 () 4 


3 1[ 4 6_3 
<--(8[له)ه , جع رظ)< ا مى كدح د رهم 
وات 2ر8 5227 


وحيث أن (2)8 (2)4 - (2)418 إذن الحدثان 2 , 4 مستقلان . 
؟ - إذا كان للعائلة طفلان فإن فضاء العينة يكون 


( 85د طعر قط, طط) 5 
إذن 


( طع , عط دم 


( 58 , اع , 6 - ]1 


(6ج, عط )-8 |4 


2 3 2 
لانن 0 نين 9 اك 
وحيث أن (2)8 (2)4 ع (2)4)18 إذن الحدثان 18,خ غير مستقلان . 


ث6" 


مبادئ الاحتمالاات 


مفال؟“" : 
يوجد في مديئية ما وحدتين لإطفاء الخرائق مستقلتين عن بعضهما البعض ., فإذا كان احتمال 
وصول الأولى إلى مكان حريق ما في الوقت المناسب هو 0.95 واحتعمال وصول الثانية لنفس 
المكان هو 0.90 فما احتمال وصول إحدى الوحدتين على الأقل إلى مكان الحريق المذكور ؟ 
الحل: 
نفرض أن الحدث 4 هو وصول وحدة الإطفاء الأولى إلى مكان الحريق 

وأن الحدث 8 هو وصول وحدة الإطفاء الثانية إلى مكان الحريق 


إذن 
9 -(8)ط7 , 0.95 -(4)م 
وحيث أن وحدي الإطفاء مستقلتين عن بعضهما البعض , إذن 4,1 حدثان مستقلان ع 
ومن تعريف الأحداث المستقلة 
5 -ح- (0.95(*)0.9) -(2)8 (4)< - (4018)م 
احتمال وصول إحدى الوحدتين على الأقل إلى مكان الحريق المذكور هو (8 لا4)م2 
وحيث أن 
(408)< -(85)م بر 4)م -(8 لا م4) م 
إذن 
5 - 0.855 - 0.9 + 0.95 -(8 لا 4) م 
نظرية 5: إذا كان الحدثان 8 , 4 مستقلان فإن الحدثان '8 , م يكونان مستقلان . 
البرهان : 
حيث أن 4,8 حدثان مستقلان فإن (2)8 (4)< - (72)4)18 


0 وسوف نحاول إثبات أن '8 , لم حدثان مستقلان , أي نحاول إثبات أن 


('8)م (م)ط - (8م)م 


(018خ)< -(4)م - (4-8)م - (4018)م 
(4(2<)8)< -(7)4 - 
((8)م -1) (4)م - 
('5)8 (4)ط - 


أ" 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط والاستقلال 
ملاحظة : إذا كان الحدئان 8 , م مستقلان فإن الحدثان '8 ,' يكونان مستقلان . 
ويمكن التحقق من ذلك باستخدام التعريف ومن قانون ديمورجان 
(8ناه)م -1- (8لاه)م د('8 00م)م 
((8 6 4)م -ر( مام +( م)م] -1 
(8)م (4)م +( 8)م -(4)م -1 
[لمم - رهم -(مم -1 
((58 -] [(4)م - م 
('8)م ('4)م 
كما يمكن التحقق من ذلك أيضا عن طريق تطبيق النظرية السابقة على الحدثان 8 , 4 
فنحصل على أن '18, 4 حدثان مستقلان ثم تطبيق النظرية مرة ثانية على الحدئان 
,'18 فنحصل على أن '18,'ح حدثان مستقلان . ومن هذا نستنتج أنه إذا كان 
الحدثان 4,18 مستقلان فإن علمنا بوقوع الحدث 4 أو علمنا بعدم وقوع الحدث 4 لن 
يؤئر في فرصة وقوع أو عدم وقوع الحدث 13 والعكس صحيح . 
نظرية /ا : 
إذا كان الحدثان 188 , 4م أحداث متنافية وكان ‏ 2)4(<)0 , 0< (2)8 فإن الحدثان 
8 , 4 يكونان غير مستقلان أي انما يعتمدان على بعضهما . 
البرهات: 
نفرض أن 13 , م أحداث متنافية » أي أن © - 4)[13 ونفرض أن 2)8(<0 , 0<رهم)عط 
باستخدام أسلوب البرهان بالتناقض نفرض أن عكس المطلوب هو الصواب ؛ أي نفسرض أن 
الحدئان 8 , ح مستقلان . إذن من تعريف الأحداث المستقلة فإن (2)18 (4)ط ح (8/هم)2 
وحيث أن 0-(15)4/1[8 جد 85-58[/خ إذن 0- (2)8 (2)4 وهذايعنى 
أنه إما 0-(2)4 أو 0-<(2)8 وهذا يناقض الفرض 0 < (2)4 , 2)8(<0 
إذن الفرض أن الحدثان 8 , 4 مستقلان هو فرض خاطئ ؛ وبالتالي فإن المواب هو أن 
الحدثان 8 , 4 يكونان غير مستقلان .ومن جهة أخرى نحن نعلمانهإذا كان 8 ,4 
أحداث متنافية فإن وقوع أحدهما ينفى وقوع الحدث الآخرء أي أنه إذا وقع أحدهما فإن 


!ا 


1 


احتمال وقوع الحدث الآخر يساوى صفر . 


؟ه؟" 


مبادئ الاحتمالاات 


والآن باتباع نفس الأسلوب السابق عند تعريف استقلال حدثان فانه يمكن مد تعريف 
الاستقلال إلى ثلاثة أحداث ) , 8 , 4 حيث نقول انهم أحداث مستقلة إذا كان علمنا 
بوقوع أحدهما أو إذا كان علمنا بالوقوع المشترك لأي زوج من هذه الأحداث لن يؤثر في 
فرصة وقوع الأحداث المتبقية . أي أن الأحداث الثلائة © , 3 , 4 تكون مستقلة إذا كان 
المجموعات (0,4/[18)) , (10 )لش ,ر8) , 0 []قظرة) , 18,0 , (4,0) , (4,8) جميعها 
مجموعات مستقلة من الأحداث . إذن الأحداث الثلائة © , 83 , 4 تكون مستقلة إذا كان 


(2)8 (خ2)4 ع (4)8م)م 

(2)6 (ماط - (40()0)م 

(©)2 (8)ط ع (8060)م 
(©801)< (ذ)ط - ((4)1)8010)م 
(0)4)10 رظ8)ط - ((4)10)١)8)م‏ 
ر8ااة)« (©))م - ررظالن)01)م 


ونلاحظ أن هذه العلاقات بمكن إنقاصها حيث أن العلاقات الثلاثة الأولى بالإضافة إلى العلاقة 
(©)8(2)ط (ى4)ط - (40(86)< تؤدى إلى العلاقات الثلاثة الأخصيرة . إذن 

تعريف استقلال ثلاثة أحداث يمكن صياغته في الصورة المختصرة الآأتية : 

تعريف ": استقلال ثلاثة أحداث 

الأحداث الثلائة © , 8 , 4 تكون مستقلة )م6206م1206 إذا كان 


(8)ط (4)ل - (48)م 

(6)< (ه)ط - (406)م 

(0)م رظ)ط - (8)10)ط 
©)8(2)ط (ماط - (8لم)م 


وفى هذه الحالة نقول أن مجموعة الأحداث (8,600 ,4 ) هي مجموعة مستقلة من الأحداث . 


والمثال الآ يوضح لنا أن الشرط (2)6 (7)13 (4)ط - (2)4)18010 


؟م؟ 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط والاستقلال 


مثال "ا 


في تجربة إلقاء حجر نرد مرتين , نفرض الحدث ل هو أن يظهر في الرمية الثانية أياً من الأرقام 
5 إفنفرض الحدث 133 هو أن يظهر في الرمية الثانية أي من الأرقام 6 , 5 , 4 
ونفرض الحدث © هو أن مجموع ما يظهر في الرميتين يساوى 9 . 
عدد عناصر فضاء العينة 5 في هذه التجربة يساوى 36 , والأحداث كالآن : 
و(2:2(:)3:2) و(1,2) و(1و1,1(:)2:1()3:1(:)4:1(:)5:1(:)6)) دم 
((3:5(:)4:5(:)5,5(:)6:5), (2,5) و(1:5 ) (4.2(:)5:2(:)6:2) 
و(3:5), (2:5) و( 15 )و(3:4(:)4,4(:)5:4(,)6,4), (2,4) ,(1.4 ) ) -ظآ 
[ (2,6()3:6(:)4:6(:)5,6(:)6:6) و(4,5(:)5:,5(:)6,5(:)1:6) 
((3,6(.)6,3()4,5(:)5:4)] -) 
((3:5(:)4:5(:)5:5(:)6:5), (2,5) و(1:5)] - 4018 
((4016-14)4,5 
((4,5(:)5:4) و(3:6)) -8]10 
((4,5))- 401816 


5د رمم 1 5 - 2 - رهم - رمام 
كد - رعمم)م ' عد رعممام 2 - كك - رظمم)م 
ِِ - (1816)م)م 
نلاحظ أن 
(5)8 لمعم ِ 5 ع - (8مم)م 
)م نمم عذء لط - عممم 
(©)5 (8)م د : 1 - (806)م 


(2)0 8 )ل رهاط - ِ (4018/16)م 


وهذا المغال يوضح لنا أن الشرط ‏ (2)6 (2)18 (4) - (2)8][8)(10 متحقق 
وبالرغم من ذلك فإن مجموعة الأحداث (4,18,6) غير مستقلة . 


مبادئ الاحتمالاات 
تعريف 4 : الأحداث المستقلة مننى مننى 1206062820621 19156 زو 


إذا كان ) ,8 , كر ثلاثة أحداث وكان علمنا بوقوع أي منها لا يؤثر في فرصة 
وقوع الحدثان الآخران فإننا نقول أن الأحداث الثلائة مستقلة مئنى مننى ؛ وفى هذه 
الحالة نقول أن مجموعة الأحداث (©,8, ) هي مجموعة مستقلة مثنى مثنى . 


إذن مجموعة الأحداث (8,60 ,4 ) تكون مجموعة مستقلة مثنى مننى إذا كان 


ر(ظ)م رحا« - رظااه)م 
(©0)” رخ)صط - (0 لهام 
١”)6©(‏ رظ)م <- (10)ظ)م 


وفى حالة أن مجموعة الأحداث (4,13,0) مستقلة مثنى مننى نلاحظ انه تم إغفال دراسة أن 

الوقوع المشترك لأي حدئين قد يؤثر في فرصة وقوع الحدث الثالث المتبقي وهذا هو الفرق بين 

الاستقلال مثنى مثنى 1906061106214 2-5156ؤ22 واستقلال الأحداث )21ء620م1206 

والمثال الآي يوضح الفرق بين النوعين من استقلال الأحداث . 

مثال 4" : 

يصل شخص إلى مكتبه كل يوم في وقت عشوائي بين الساعة الثامنة 8:00 والساعة التاسعة 
0 صباحا . نفرض أن الحدث 4م هو أن يصل هذا الشخص إلى مكتبه غدا مابين 

الساعة 8:15 والساعة 8:45 صباحا ونفرض أن الحدث 13 هو أن يصل الشخص إلى 

مكتبه غدا ما بين الساعة 8:30 والساعة 9:00 صباحا ونفرض أن الحدث 60 هو أن يصل 

الشخص إلى مكتبه غدا إما بين الساعة 8:15 والساعة 8:30 أو بينالساعة 8:45 

والساعة 9:00 صباحا . هل مجموعة الأحداث (0 ,8 ,4 ] مستقلة مننى مثنى أم مستقلة ؟ 

الحل: 

في هذه التجربة فإن فضاء العينة 8 بمثله فترة زمنية بين الساعة 8:00 والساعة 9:00 أي 


انه فترة زمنية مقدارها 60 دقيقة والحدث 4ل بممثله فترة زمنية بين الساعة 8:15 والساعة 
5 أي انه فترة زمنية مقدارها 30 دقيقة والحدث 8 يممثله فترة زمنية بين الساعة 8:30 
والساعة 9:00 أي انه فترة زمنية مقدارها 30 دقيقة والحدث © يمثله فترة زمنية إما بين 


هه 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط والاستقلال 


الساعة 8:15 والساعة 8:30 أو بين الساعة 8:45 والساعة 9:00 أي انه فترة زمنية 


مقدارها 30 دقيقة . إذن 


1000 - (8)م - (4)م 


الحدث 4118 يمثله الفترة الزمنية المشتركة بين 13 ,لد ومقدارها 15 دقيقة وبلالئثل 
الحدث 0[)ى والحدث 8)[0 كل منهم يمثل فترة زمنية مقدارها 15 دقيقةبينما 
الحدث 41810 لا يمثل أي فترة زمنية مشتركة ؛ أي أن 
© ع 1816م 
إذن 
15 


: 1 ث1 روممم - زعمم م - رعممم 
4 60 

0 -(©4)1816)م 
وحيث أن الحدثان 280([6 . لم لا يوجد فترة زمية مشتركة بينهما ء إذن مسا حدئان 
متنافيان وحيث أن احتمال كل منهم اكبر من الصفر لذلك فهما حدثان غير مستقلان : 
وبالتالي فإن مجموعة الأحداث ( © , 8 , 4 4 غير مستقلة وهذا يتحقق أيضا من الشرط 

(2)0 (8)< (خ)صط ع ()801 إاى)م 

ونلاحظ أن 

(8)ط رهاط - رظز معط 
أي أن الحدثان 8 , حر مستقلان ) 
وبالمثل © , 4 مستقلان وأيضا © , 8 ممتقلان 2 
إذن مجموعة الأحداث ([8,60 وى ) مستقلة مثى مثنى . 


والآن بمكن تعريف استقلال أكثر من ثلاث أحداث بنفس الأسلوب الذي اتبعناه من 
قبل , فنقول أن مجموعة الأحداث [ ولد, ... ,1 خ, | 4 ! مستقلة إذا كان علمنا بوقرع 
أحدهما أو إذا كان علمنا بالوقوع المشترك لأي عدد من هذه الأحداث لن يؤثر في فرصة 
وقوع الأحداث المتبقية . ويمكن صياغة التعريف في الصورة المختصرة الآتية : 


"5 


مبادئ الاحتمالاات 


تعريف © : 
مجموعة الأحداث [ ىر 4, ... ,41,42 ) تسمى أحداث مستقلة إذا كان لكلى 
مجموعة جزية منها بالصورة 2 <!1 , 8ك يرط , [ زك, ... . زة, ز4] فإن 
( يفاط ... ( بيذ )ط ربذة)ط - ( بذا) ... )١‏ بذ 1) بذ )م 


وف الحقيقة فإن هذا التعريف لا يقتصر على عدد منتهى من الأحداث ولكن يمكسسن توسسيعه 
ليِشمل عدد لا فائي من الأحداث , فمتتابعة الأحداث :| بة ) تسمى أحداث مستقلة إذا 
كان لكل مجموعة جزئية منتهية من اللمنتابعة بالصورة 2 <1 , |[ 4 , ... , ز4, :4] فإن 
( بخ)ط ... ( بيخ )5 ريق)ط - ( بيذا) ... )١‏ بذ١)‏ ب4)م 

ومن التعريف نجد أن مجموعة الأحداث [ ى ل, ... ,4,42 ! تكون مستقلة إذا كان 
لكل التركيبات الممكبة 1 > ... > 2[ > [ >1>1 فإن العلاقات الآتية تكون متحققة : 
ربة)8 ربخ)" - (ررهاائة)م 

(يرة)0 (رخ)ط (بخام - ريرخة (ارة ١)ز4)م‏ 


(ية)" ... (زرخ)« (بخ)ط > (يخ ... رذ لابه)م 


نلاحظ أن العلاقة الأولى تصف 9 من المعادلات » والعلاقة الثانية تصف 0 ع 
3 3 
المعادلات , ... », والعلاقة الأخيرة تصف 8 من المعادلات . إذن مجموعة الأحسداث 
11 


(رة, ... ,خخ ) تكون مستقلة إذا تحقق جميع المعادلات التى تصفها العلاقات السابقة 


11 11 11 
وعدد هذه المعادللات يساوى ع زوا+ زو ومن نظرية ذات الحدين فإن 
11 


سوسا در اترسه و سو ور 


أي أن عدد المعادلات التي يجب تحقيقها لإثبات أن مجموعة الأحداث [ ررذ, ... ريةرر4) 
مستقلة هر 2-1 -"2 . 


باه ؟ 


الفصا الرابع - الاحتمال المشروط والاستقلال 

مغال ه" : 

ثلاثة طلاب يقوم كل منهم على حده بدراسة مشكلة معينة بغرض الوصول إلى حل لها . وكان 
احتمال أن يفل الطالبت الأول لل رت » واحتمال أن يصل الطالب الثاني إلى حل 
هو ّ ٠‏ واحتمال أن يصل الطالب الثالث إلى حل هو 0 . أوجد ماليأن: 

. احتمال عدم التوصل إلى حل‎ - ١ 

؟ - احتمال الوصل إلى حل . 

. احتمال توصل جميع الطلاب إلى حل‎ - ٠“ 

4 - احتمال توصل طالب واحد فقط إلى حل . 

ه - احتمال توصل طالبين فق طإلى حل . 

اللخجل: 

نفرض الحدث فم هو أن يصل الطالب الأول إلى حل ونفرض الحدث 1 هوأنيصل 
الطالب الثاي إلى حل ونفرض الحادث © هو أن يصل الطالب الثالث إلى حل .إذن 


4 3 2 
62" ,2 8(22)م , 42-5)م 


وحيث أن الطلاب الثلاثة يقوم كل منهم على حده بدراسة المشكلة , إذن الأحداث الثلاثة 
© , 8 , خ, تكون أحداث مستقلة . 
١‏ - احتمال عدم التوصل إلى حل . 

عدم التوصل إلى حل هو الحدث '( ©/1/10خ) وباستخدام قانون ديمورجان 

('©08'6'هام - ( ناظنامام 

عام رهام رهام 

[(ع)" -ح] » إزهام - ن] » لهام -1] 

)1-4(« )1-4(« )1-4(- 


؟ - احتمال التوصل إلى حل. 
التوصل إلى حل هو الحدث ©(]1 لاك . إذن 


3 - 1-1 (عاظناه)ه -1 -(عناقلا4)م 


مه ؟ 


مبادئ الاحتمالاات 


ادك وما كى الكار ال متلنه 
توصل جميع الطلاب إلى حل هو الحدث 4)[18][6 » وحيث أن 4,8,6 أحداث 
مستقلة , إذن 


2 4 3 2 
ل نان (ه4)م - (81١/4)م‏ 


كك تومل ارك كران مكل 
توصل طالب واحد فقط إلى حل هو الحدث 1 حيث 
( عم 'ظقمئه )نا( ©0 ظككه )نا( ©408'0) - 


إذن 


( 0 'ظ له )ص + ( لم ظم'مأم+ ( “عل 'ظلمم) م درهم 


(©)< ز8 )ص زئم)م جزمع)م ز8 ام زنمام بزمع)م (8 )م لهام - 
ع و وا لذي 

745155 495 3 4 5 

9 3 

20-60 0 


ه - احتمال توصل طالبين فق ط إلى حل . 
توصل طالبين فق ط إلى حل هو الحدث 1 حيث 
(©0 ظمنمالازع0 'ظمه) نا( عنمهلم) - م 

إذن 

(©0 ظلم'هأصط+ (عل 'ظممام + رع مظلم ) م د رمم 

زعام زه ام زمام جزع)ط (8 )م زمام عزم)م (8 )م (م)م ع 

1 
4 


4 13 14 2 1 23 
يخ يح سا يا ل يعس ير اير اح 
5 4 3 45 3 45 3 
13 26 
50 60 


4هح؟ 


اله الرابع - الاحتمال المشروط والاستقلال 


مغال 5" : 
الشكل المعطى يوضح دائرة كهربائية ذات أربعة مفاتيح مستقلة عن بعضها البعض سواء 
في الغلق أو الفتح واحتمال الغلق هو 2 واحتمال الفتح هو 1-م . 


أوجد احتمال مرور التيار بالدائرة الكهربائية . 

اللحل: 

نفرض أن إل هوالحدث أن المفتاح في الموضع 1 يكون مغلق حيث ‏ 4 >1>15 

ومن المعلوم أن التيار الكهربائي يمر في الدائرة إذا كان المفتاح رقم 1 والمفتاح رقم 2 في وضع 

الأقفال 0177© أو إذا كان المفتاح رقم 3 والمفتاح رقم 4 في وضع الأقفال 0170© . أي إذا 

وقع على الأقل الحدث 410(142 أوالحدث +43)[14. وبالتالي فإن التيار الكهربائي 

يمر في الدائرة إذا وقع الحدث 

( يهاا رح )نا( يخلاره) 

وحيث أن الأحداث الأربعة مستقلة ؛ إذن الاحتمال اللطلوب نحصل عليه كالآنَ : 

(يحاايها ايخ يذ )ط - ( بهاايد )+ [ وهلا ره ) - (( يذلاو )نا( يخزابه))م 

(بهى)<زيد)2 (يه)ص (زرها)ء -(يد)«( يحاص +(يذ)ط (ر4)ط - 
وت 


2م-2) 0 


55 


مادئ الاحتمالات 


٠»‏ التجارب المستفلة 5اتعءم0:ءومءاع )دمعلدعمعكما 
ناقشنا فيما سبق فضاء الاحتمال المتعلق بتجربة عشوائة كررت عدداً تحدودا من المورات 
مثل تجربة رمى قطعة نقود معدنية عدد محدود من المرات أو مثل تجربة رمى حجر نرد عدد 

تحدود من المرات . ويمكن صياغة مفهوم التجارب المتكررة رياضيا كما يلي : 

تعريف 5 : 

0 تفرض 5 فضاء احتمال منتهى . حاصل الضرب الكارتيزي 82 من المرات لفضاء 
الاحتمال 5 يكوّن فضاء الاحتمال 1 لعدد 18 من التجارب أو المحاولات المتكررة 
ويعرف بالصورة 

(5,6©5 : (رقوال.ء ويقو/5)] - 5< ... # اكيراك -] 
واحتمال أي حدث أولى 1 ح ((,5و, ... ورو. 4)9) يكون 

((,2))5 »* ...ء *«((ي2))5 * ((,2))5 - ([( ,5., ... ويرو,2)1)5 


ونلاحظ من التعريف أن فضاء العينة 1 يمثل عدد 2 من احاولات المستقلة ويتكون من 
عناصر 5 المرتبة التي على الصورة ( ,8, ... و,5, ,5) واحتمال أي حدث أولي من 
فضاء العينة '1' يكون ذو شكل خاص هو حاصل ضرب لاحتمالات الأحداث الأولية مسن 
5 وهذا الشكل الخاص بمنحنا طريقة سهلة لحساب الاحتمالات , وعند التعامل مع التجارب 
المستقلة سوف مل الأقواس [ ) فمثلا الحدث [( ,8, ... و,9,,5)) سوف يكتب 
بالصورة ( ,وى ... وروو,9) أو في الصورة ,و ... ,8 89 للاختصار.ء وحيث 
أن المخاولات المستقلة هي في مجموعها تجبربة عشوائية فإنه يمكن رسم الشجرة البيانية للتجربة 
وسوف نلاحظ أن الشجرة البيانية في هذه الخالة تحقق الخواص الآتية : 


١-كل‏ فرع يؤدى إلى نفس الناتج يكون له نفس الاحتمال . 
١‏ - كل نقطة تفرع يكون لها نفس الدواتج . 


اح 


١‏ لفصا الرابع - الاحتمال المشروط والاستقلال 


مثال /ا" : 


في سباق للخيل بين ثلاثة من الجياد © ,8 ,8 كان احتمالات الفوز 0 على 


1 
2 2 

الترتيب ؛ فإذا تسابقت اجياد الثلاثة مرتين معا فأوجد 

. احتمال أن الجواد 8 يفوز بالسباق في المرتين‎ - ١ 

* - احتمال أن نفس الجحواد يفوز بالسباق في المرتين . 

- احتمال أن يفوز الجواد 8 بالسباق الأول ويفوز الجواد © في السباق الثاني . 

- احتمال أن يفوز الجواد 8 في السباق الثابي . 

ه - احتمال عدم تكرار الفوز في المرتين لأياً من اجياد الثلاثة . 

الحل : 


عندما تتسابق اجياد الثلاثة فإن فضاء العينة 5 يكون (©6, ,58-4895 حيث 
1 1 1 
د)ه ., ح- د (ط)م .و ح رهم 
6 رع( 3 رم 9 اللي 


وعندما تتسابق اجياد الثلاثة مرتين فإن فضاء العينة 1 يكون 
5ك - ]1 
(آعرطرة4<<ا(ء,ط,48- 
(عء رطء وق , عط, ط٠ط‏ , قط رعق , 5ه , 28 1 - 


88 -الحدث أن الجواد 8 يفوز بالسباق في المرتين هو‎ ١ 
1 1 1 
لاح بابح - (22)8 »(20)99 ح (38)م72‎ 
)89( ا (2) 8 »ارة)‎ 
؟ - الحدث أن نفس الجواد يفوز بالسباق في المرتين هو (ع» , 80 و 88) 2 م‎ 
(عع>)2 + رطط)م + (وة)2 در4)مآ‎ 


(ع)2 2«ازع)2 + زط)2 ><ارط)2 +(2)8 «ا(ع)2 - 
7 11 ...1 . 1 1[ 1 
كتج حد مود بد ب حت + عد نه لمم عو حت د 
18 6 6 3 222203 
# - الحدث أن يفوز الجواد 2 بالسباق الأول ويفوز الجواد 8 في السباق الثاني هو ع8 
1 1[ 1 
ساح ل يا 2 د (ع)2  2)8(«‏ (ع8) م2 
0 (ع) 8 «ارة) 8 درعة) 
5 


مبادئ الاحتمالاات 


- الحدث أن يفوز الجواد 8 في السباق الثابئ هو ( © , طط, 80 ) - 18 


(ط)2 + (طط)م + (طة)م - (8)م 
(ط)ط »ا)ط + (ط)ط 2ا(ط)م + (ط)ل >ازة)م - 
1_2 111 


1[ 1 
عر ىا ص ا كن مر 2 ع 6 
3 3 3323-6 شه 
- الحدث عدم تكرار الفوز في المرتين لأيا من الجياد الثلائة هو 
! طعرق رعط , هقط رعق , هو ؟ - ) 
وهو نفسه مكملة الحدث فوز نفس الجواد في المرتين » أي انه مكملة الحدث 
(ع©رطط, 4-2 
إذن 


7 101 


- حك - 1 ح (4)صط -1- ('/4)م - زع)م 
00 ر4)مآ 2ه)" -ر0) 


وبرسم الشجرة البيانية للمحاولات المستقلة في هذا المثال نلاحظ أن أي نقطة تفرع ها نفسس 
النواتج ©, 2,6 وأن أي فرع يؤدى إلى الناتج 2 له الاحتمال (8) 2 وأي فرع يؤدى 
إلى الناتج 6 له الاحتمال (1) 8 وأي فرع يؤدى إلى الناتج ع له الاحتمال ( © ) 72 


كما هو موضح بالرسم 
2-2 1 
58 كه 2 
- 1-2 16 
3 فى ! 
15 1-3 الكد تم 1 
- 1-2 
23 1 1-2 
35 1-3 ب ح- 
1-2 


وليك 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط والاستقلال 
مفتحال 0 : 
فريق لكرة القدم في أي مباراة يلعبها يكون احتمال فوزه 0.6 واحتمال تعادله 0.3 
واحتمال خسارته 0.1 فإذا لعب هذا الفريق ثلاث مباريات فأوجد ما يأني : 
-١‏ احتمال فوز الفريق في المباريات الغلاثة . 
؟- احتمال فوز الفريق في مباريتين على الأقل . 
"- إذا كان الفريق يحصل على ثلاث نقاط في حالة الفوز ونقطة واحدة في حالة التعادل ولا 
يحصل على أي نقطة في حالة الخسارة فأوجد احتمال أن الفريق يحصل على 7 نقاط على 
الأقل في مجموع المباريات الغلاث . 
الحل : نفرض أن 38 يرمز إلى فوز الفريق . ا يرمز إلى تعادل الفريق .© يرمز إلى 
عبار ف القريق ف أل مسالنة يلغييان:إذث قحو الس ١‏ 312 4 82 ون 
1 - (2)0 , 0.3 - (2)6 , 0.6-(2)8 وإذا لعب الفريق ثلاث مباريات فإن فضاء 
العينة يكون 
(عرطرة؟!«#ازعءع,رط, 1432“ اإزعرط, 2ج -5:* ا 5 كاك - ]1 
-١‏ نفرض احدث | هو فوز الفريق في المباريات الثلاثة » إذن 
6ح (0.6(<)0.6(<)0.6) - (9وة)2 -  2<)4(‏ , (4-4208 
؟- نفرض الحدث 13 هو فوز الفريق في مباريتين على الأقل ؛ إذن 
(28 , 223 , 232 , 3هط . 868 , 335 , 393 ؟ - 3] 
(2قط)2 + روطة )8 + درط2ة)2 +(2)333 دع ر1)م 
(28ع)2 +(ع2)232 + (2)33 + 
(0.3) » (0.6)+ (0.3) » *(0.6) + (0.3)» *(0.6) + 0.6(3) - 
(0.1)» 0.6(2)+ (0.1)» *(0.6) + (0.1)» 0.6(2) + 
48 ح- (3)0.036 +(3<)0.108 + 0,216 - 
*- نفرض الحدث © أن الفريق يحصل على 7 نقاط على الأقل في مجموع الباريات الثلاث , 
إذن الحدث © هو فوز الفريق في مباريتين على الأقل ودون هريمة 
(8هطر 268 طهق ر ههه ! - 0 
(ههط)2 ل روطع )2 ل+رطقة)2 +(2)398 - (0)م 
 » )0.3( +)0.6(: »)0.3(‏ (0.6) + (0.3) > *(0.6) + :(0.6) - 
4 - (3)0.108 + 0.216 - 


55”ظ5> 


مبادئ الاحتمالالات 


مغال 4" : 
امتحان في مقرر اللغة الإنجليزية به 10 أسئلة , الستة أسئلة الأولى بنظام الصواب والخطاً 
156 - علا" والأسئلة الباقية بنظام الاختيار من متعدد 320166اع 1م1211 حيث لكل 
سؤال أربع إجابات منها إجابة واحدة فقط صواب . أحد الطلاب لم يكن مسستعد للاخبار 
وأجاب على جميع الأسئلة بالتخمين . أوجد 
-١‏ احتمال أن تكون الإجابة صواب على جميع الأسئلة . 
؟- إذا كان النجاح في الاختبار يتطلب أن تكون الإجابة صواب على 5 أسئلة على الأقفل 

من الأسئلة الستة الأولى بنظام الصواب والخطأ وعلى 3 أسئلة على الأقل من الأسئلة 

الأربعة الباقية بنظام الاختيار من متعدد فأوجد احتمال رسوب هذا الطالب . 
المحل: 
5207 الطالب على أي سؤال من الأسئلة العشرة في الاختبار فانه أما أن تكون الإجابة 
صواب ‏ أو تكون خطأ/ وبالتالي فإن فضاء العينة يكون (9-16,14 وعندما جيب 
الطالب على الأسئلة العشرة فإن فضاء العينة يصبح 

( 1>1>10 ,م شع ,8 : (ورة. ...ء ورةو1-1)5 
حيث في الأسئلة الستة الأولي بنظام الصواب والخطأ فإن 
1>1>6 ., ,)م 


و في الأسئلة الأربعة الباقية 0 > 1 > 7 بسظام الاختيار من متعدد فإن 
د( ,8)5 


-١‏ نفرض الحدث 4 أن تكون الإجابة صواب على جميع الأسئلة , إذن 


| ام لاه 10 (,6)م2 [[«دمم 


1 
1 11 

5 6 5 6 3 07 - 6 
2 4 2 


م5 


الفصل الرايع - الاحتمال المشروط والاستقلال ا ااا ا سم 
؟- نفرض الحدث 13 أن تكون الإجابة صواب على 5 أسئلة على الأقل من الأسئلة الستة 
الأولى بنظام الصواب والخطأ وعلى 3 أسئلة على الأقل من الأسئلة الأربعة الباقية بنظام 
الاختيار من متعدد , إذن الحدث 1 هو اتحاد الأربعة أحداث المتنافية الآتية : 

الحدث ,13 هوالإجابة صواب على 5 أسئلة من الستة الأولى وعلى 3 من الأربعة الباقية 
الحدث ,8 هوالإجابة صواب على 5 أسئلة من الستة الأولى وعلى 4 من الأربعة الباقية 
الحدث 18 هوالإجابة صواب على 6 أسئلة من السعة الأولى وعلى 3 من الأربعة الباقية 
الحدث ,18 هوالإجابة صواب على 6 أسئلة من الستة الأولى وعلى 4 من الأربعة الباقية 


ا 7 5 6 
وحيث أن الإجابة صواب على 5 أسئلة من الستة الأولى يتم بطرق عددها 0 واحتمال 
1 4 
كل منها 6 والإجابة صواب على 3 أسئلة من الأربعة الباقية يتم بطرق عددها 0 


3 
واحتمال كل منها 10 6 » إذن 


4 


1 
2 
4 “1 
2 4 عد 
4 2 
وحيث أن 8 هواتحاد أحداث مسافية ,8 لا,8 لا ,8 لا,8 -8 », إذن 


زري8ظ)2 عدررظ)2 + ريظ2)8 + ررظ)ط - رظآ)م 
06 - 0.0001 + 0.0007 + 0.0004 + 0.0044 - 


والحدث رسوب الطالب يكون '13 وبالتالي فإن احتمال رسوب هذا الطالب يكون 
44 - 0.0056 -1 - (8)م -1 ح ('5)8 . 


1 


مبادئ الاحتمالاات 


4 


١-أخذت‏ عينة تتكون من 100 طالب من طلاب قسم الرياضيات بكلية التربية ووجد أن 
نسبة النجاح 8790 في امتحان مقرر الاحتمالات » 9090 في امتحان مقرر التفاضل 
والتكامل » 8290 في المقررين معاً . تم اختيار طالب عشوائياً من هذه العينة ووجد انه 
ناجح في امتحان مقرر الاحتمالات . ما احتمال أن هذا الطالب الذي اخترناه عشوائياً 
يكون ناجح في مقرر التفاضل والتكامل ؟ 


؟ - في تجربة إلقاء حجر النرد مرة واحدة . 
١‏ - إذا غلم أن العدد الذي ظهر أقل من 5 , فما احتمال أن يكون عدد زوجي ؟ 
؟ - إذا عُلم أن العدد الذي ظهر أكبر من 4 ؛ فما احتمال أن يكون عدد فردى ؟ 
- أوجد احتمال أن يظهر عدد فردى بشرط أن يكون اكبر من 2 . 

* - في تجربة إلقاء حجري نرد متميزين , إذا كان مجموع الوجهين الظاهرين اكبر من 6 
فما هو احتمال أن يكون أحد حجري النرد يظهر عليه الرقم 3 ؟ 

- نفرض أن 3 , 4 حدثان بحيث أن 


5ح (4018) , 0.45-(85)< , 0.35 -(4)م 
أوجد ('4 8)<م , 80 'ه)ط , (هاظ)م , (8 إخ4)ط« . 


ه - نفرض أن 8 , 4 حدثان بعيث أن 


5 ر8لاه)م 0 


ني | من 


5 3 

- -(8)م , رمعم 
1 5 5 (ه) 

أوجد ('4 |2)8 , 85 )م , (8|4)ل , (8 إخ)عط . 


كس 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط والاستقلال 

“-أوجد (ل4 |5)8 , (8 |2)4 في الحالات الآتية : 
-١‏ إذاكان 18ب 4 . “#- إذا كان 13 , كم أحداث متنافية . 
؟- إذاكان كرح 8 . 4- إذاكان © - 8 |] 4. 


/ا - أثبت أنه لأي حدثان 8 , م من فضاء عينة 59 لتجربة عشوائية ما فإن 
١‏ - (ذعط <(8 إذ)ط إذا رفقط إذا كان (2)8 <(ه |5)8 


تن علق وق )م حيث م8-(0)8 , »ه-(4)م 


ل -إذاكان (”7 |©)2 <("7 )م (#|©) <(7 اكلام 
فاأثبت أن ( ©2)6 2 <(8)م 


9- في مدينة ما ومن مجموعة العائلات التي لديها طفلان تم اختيار عائلة عشوائيا ووجد أن 
هذه العائلة لديها ولد . وبفرض أن احتمال وجود ولد متساوي مع احتمال وجود بلست 
فأوجد احتمال أن الطفل الآخر في هذه العائلة يكون ولد . 


-٠‏ من مجموعة العائلات في مدينة ما والتى لديها 3 أطفال تم اختيار عائلة بطريقة عشوائية 
ووجد أن هذه العائلة لديها ببت . وبفرض أن احتمال وجود ولد متساوي مع احتمال 
وجود بدت فأوجد احتمال أن يكون هذه العائلة ليس لديها أطفال ذكور . 


0.65 في مديئة ما كان احتمال أن يعيش أي شخص لمدة 70 عام على الأقل يساوى‎ -١ 
واحتمال أن يعيش لمدة 85 عام على الأقل يساوى 0.35 ؛ تم اختيار شخص عشوائياً‎ 
من هذه المدينة ووجد أن عمره 70 عام فما هو احتمال أن يبقى هذا الشخص على قيد‎ 
. الحياة حتى يصل به العمر إلى 85 عام‎ 


-١‏ صندوق يحتوى على 4 كرات مرقمة من 1 إلى 4 . سحبت كرتان على السترتيب 
وبفرض الحدث 4 هو أن مجموع الرقمان يساوى 5 والحدث ,8 هوأن الكرة 
المسحوبة أولا تحمل الرقم 1 .أوجد ‏ (4 |.2)8 , (:8 |2)4 حيث 
(41,2,3,4ع]1 في كل من الحالات الآتية : 

. السحب مع الإرجاع . ؟ - السحب بدون إرجاع‎ - ١ 
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مبادئ الاحتماللاات 


3 - في استطلاع للرأي للتعرف على أراء الناس حول موضوع ما سواء بالموافقة أو عسدم 
الموافقة أخذت عينة من مجموعة أشخاص شملت رجال وإناث وكانت نتائج الاستطلاع 
كما موضح بالجدول الآ : 


موافق غبر موافق امجموع 
رجال 50 50 600 
إناث 1530 220 400 
امجموع 700 300 1000 


فإذا تم اختيار شخص من العينة بصورة عشوائية أوجد احتمال ما يأنَ : 
-١‏ أن يكون رجل إذا علمنا أنه غير موافق . 
؟- أن يكون موافق إذا علمبا أنها أنثى . 


-١ 4‏ في تجربة إلقاء حجري نرد متزنين ومتميزين .أوجد احتمال أن يكون مجموع ما يظفهر 
على الوجهين أقل من 7 في كل من الحالات الآنية : 
-١‏ إذا ظهر العدد 3 على حجر النرد الثابي . 
؟ - إذا ظهر العدد 3 على حجر واحد على الأقل . 
 "‏ إذا ظهر العدد 3 على حجر واحد على الأكثر . 


-١‏ في تجربة إلقاء حجري نرد متزنين وجد أن مجموع ما يظهر على الوجهين يقبل القسمة 
على 5 . أوجد احتمال ظهور الرقم 5 على كل من حجري النرد في الحالات الآتية : 
١‏ - حجري نرد متميزين . ؟ - حجري نرد متمائلين . 


5- في تجربة إلقاء حجري نرد متزنين إذا علمت أن الرقمين الظاهرين مختلفين , أحسب 
احتمال كل مما يأب : 
١-مجموع‏ الرقمين الظاهرين يساوى 7 . 
؟- مجموع الرقمين الظاهرين أكبر من 7 . 
9'- مجموع الرقمين الظاهرين يقبل القسمة على 3 . 


ل 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط والاستقلال 


7:20 تصل حافلة إلى محطة ما يومياً في وقت عشوائي بين الساعة 7:00 والساعة‎ -١ 
صباحا . وصل شخص إلى المخطة في الساعة 7:00 صباحا وانتظر الحافلة حسققى‎ 
الساعة 7:10 ولم تصل فما هو احتمال أن تصل الحافلة خلال 5 دقائق أخرى على‎ 
. الأكثر‎ 

- يتحرك قطار من مدينئة 2 إلى مدينة 0 مرورا بالمدينة [آ ثم المديئة © . حدث عطل 
للقطار في مكان ما عشوائي فإذا علمت أن القطار قد شوهد يمر بالمدينة ‏ فمماهو 
احتمال أن يكون العطل قد حدث للقطار بعد مروره بالمدينة © علما بأن المسافة ببين 
المدينتين 0 , 8 تساوى 900 كيلومتر وهى ضعف المسافة بين المدينتين © , هي وثلاث 


أمثال المسافة بين المدينتين © و 8 . 


8- مزرعة سمكية صغيرة يما 100 سمكة من نوعين 8 , 4 بينها 30 من النوع 4 والباقي 
من النوع 83 » وضعت شبكة صغيرة فاصطادت 10 سمكات . أوجد احتمال أن 3 منها 
من النوع 4 إذا علمت انه على الأقل 4 منها من النوع 183 . 

- سحبت 8 ورقات عشوائياً من أوراق اللعب ( الكوتشينة ) , فإذا علمت أن ثلاث 
ورقات مها على الأقل كانت صور فأوجد احتمال أن الورقات الخمس الأخرى تكون 


أيضا صور . 


-١‏ في تجربة سحب كارت بطريقة عشوائية من مجموعة تتكون من 50 كارت مرقمة 
بالصورة 49, ... , 02 01, 00 نفرض أن مجموع أرقام العدد الذي يظهر على 
الكارت المسحوب تساوى 00 وأن حاصل ضرب أرقام العدد الذي يظهر على 
الكارت المسحوب يساوي (] . أوجد 

. (8<20 |7عه)م 1-2 
١ 3‏ (0ح-ق |ذدن)م -2 


اختيار الغنم واحدة بعد الأخرى فإذا وجدنا أن الأغنام الثلاثة الأولى التى تم اختيارها 
جميعها سليم فما هو احتمال أن الاختيار الرابع يكون أحد الأغنام السليمة . 
ا" 


مبادئ الاحتمالاات 


78- عائلة لديها ثلاثة أطفال , مع مراعاة الأسبقية في الولادة أوجد : 
-١‏ احتمال أن يكون للعائلة ببت واحدة فقط بشرط أن يكون الطفل الأكبر بدت . 
؟- احتمال أن يكون للعائلة ولد واحد على الأقل إذا عُلمِ أن الطفل الأكبر ولد . 
- احتمال أن يكون للعائلة ولدان إذا عُلمِ أن الطفل الأكبر بنعاً . 
- احتمال أن يكون للعائلة ولد على الأكثر إذا عُلم أن أحد الطفلين ولداً . 


؟- قام رجل بزيارة عائلة لديها ثلاثة أطفال , ودخل طفلين إلى الغرفة أحدهما ولد والآخر 
بنت , أوجد احتمال أن يكون الطفل المتبقي بنت إذا كان 
١‏ من المعلوم أن الطفل المتبقي هو اصغر الأطفال . 
+* - ليس هناك أية معلومات عن الطفل الآخر . 


5- ألقبت عملة معدنية متزنة أربع مرات . أوجد احتمال أن الرمية الرابعة تكون صورة في 
كل من الحالات الآتية : 
١‏ - الرميات الثلاثة الأولى جميعها صور . 
؟ - الرميات الثلاثة الأولى يما صورتان على الأقل . 


75- صندوق يحتوي على 20 وحلة من إنتاج ما كا 8 وحدات مه ؛ةء)اختيرت 3 
وحدات من الصندوق بطريقة عشوائية واحدة تلو الأخرى بدون إرجاع , أوجد : 
١‏ - احتمال أن تكون الوحدات الثلاث معيبة , 
* - احتمال أن تكون الوحدة الأولى والثانية سليمة بينما الثالثة معيبة . 
# - احتمال أن تكون واحدة على الأكثر معيبة. 


/1- صندوق يحتوي على 8 وحدات من إنتاج ما يما 2 وحدة معيبة ؛ وللتعرف على 
الوحدات المعيبة تم سحب الوحدات من الصندوق بطريقة عشواِة واحدةبعد 
الأخرى وبدون إرجاع . 

. أوجد احتمال سحب الوحدتين المعيبتين في أول وثائ سحب‎ -١ 
. ؟- أوجد احتمال أن تتوقف عملية السحب بعد السحب الرابع‎ 


ا" 


اله الرابع - الاحتمال المشروط والاستقلال 


4- صندوق يحتوي على 20 وحسدة من إنتاج ما يما 8 وحدات معيبة ؛ وللتعرف على 
الوحدات المعيبة تم سحبها وفحصها واحدة بعد الأخرى عشوائياً وبدون إرجاع, 
أوجد ما يأيَ : 
١-احتمال‏ أن الوحدات الأربعة الأولى التى تم فحصها جميعها وحدات معيبة . 
؟-احتمال أنه في الوحدات الأربعة الأولى التى تم فحصها يوجد على الأقل وحدتان 

معيبتان . 


8- صندوقان يحتوى الأول على 50 وحدة من إنتاج ما منها 4 وحدات معيية ويحتوى 
الصددوق الثابي على 80 وحدة من نفس الإنتاج منها 6 وحدات معيية . ألقي حجر 
نرد متزن مرة واحدة فإذا ظهر وجه يحمل عدد زوجي نختار عشوائيا وحدة من الصندوق 
الأول وخلاف ذلك نختار عشوائياً وحدة من الصندوق الثابئ . أوجد احتمال أن الوحدة 
التي تم اختيارها تكون معيبة . 


٠‏ - صندوقان يحتوى الأول على 40 مصباح كهربائي منها عدد 5 مصابيح معيبة ويخصوى 
الصندوق الثابي على 70 مصباح كهربائي منها عدد 4 مصابيح معيبة . ألقي حجري 
نرد متزنين فإذا كان مجموع ما يظهر على الوجهين اكبر من 8 نختار عشوائياً مصباح من 
الصندوق الأول وخلاف ذلك نختار عشوائياً مصباح من الصندوق الثاب . أوجد احتمال 
أن المصباح الذي تم اختياره يكون مصباح سليم . 


-*١‏ جميع الطلاب في الفرقة الأولى بقسم الرياضيات بكلية التربية جامعة عين تمس يدرسون 
مقرر حساب التفاضل والتكامل ومقرر الفيزياء العامة ولقد أوضحت الإحصالئيات في 
فهاية العام أن 90 21 من الطلاب حصلوا على تقدير جيد جدا في مقرر حساب 
التفاضل والتكامل وأن 90 14 حصلوا على تقدير جيد جدا في كل من المقررين . 
اختير طالب عشوائياً من هؤلاء الطلاب ووجد انه حاصل على تقدير جيد جدا في مقسرر 
حساب التفاضل والتكامل فما هو احتمال أن هذا الطالب يكون قد حصل على تقدير 
جيد جدا في مقرر الفيزياء العامة . 


؟/ا؟ 


مبادئ الاحتماللات 


١‏ #- ثلاث ماكينات تسج على الترتيب 2590 . 3590 2 4090 من الإنتاج الكلي 
لأحد المصانع » وكانت نسبة إنتاج قطعة تالفة في الماكينات الثلاث على الترتيب 
هي 290 . 0490 390 . إذا سحبت قطعة من الإنتاج الكلي عشوائياً , فما 
احتمال أن تكون غير تالفة؟ 


#"#- أربعة ماكينات تنعج على الترتيب 1590 0ع 2090 . 523096 3500 من 
وحدات الإنتاج الكلي لأحد المصانع وكانت نسبة إنتاج وحدة تالفةفي 
الماكينات الأربعة هي 190 .: 590 . 490غ 390 على الترتيب . إذا 
سحبت وحدة من الإنتاج الكلي عشوائيا 
1- أوجد احتمال أن تكون تالفة . 
؟ ‏ أوجد احتمال أن الوحدة المسحوبة كانت من الماكينة الرابعة إذا علمت أنها تالفة . 
* - أرسم شجرة الاحتمال للتجربة واستنتج منها المطلوب السابق . 


4 - يتنافس أربعة أشخاص على منصب مدير لأحد الأندية الرياضية , وكان احتمال الفوز 
هم 3090 , 1096 , 3590 , 259/0 على الترتيب . وإذا كان احتمال بناء صالة 
العاب مغطاة إذا فاز الشخص الأول 0.6 وإذا فاز الشخص الثاني 0.4 وإذا فاز 
الشخص الثالث 0.5 وإذا فاز الشخص الرابع 0.45 . 

١‏ - أوجد احتمال بناء صالة العاب مغطاة في النادي. 
؟' ‏ إذا تم بناء صالة العاب مغطاة في النادي فما هو احتمال أن يكون الشخص الفالث 
قد فاز بالمنصب ؟ 


ه#- تقوم أحد الشركات باستئجار 90 35 من السيارات للموظفين من معرض 1 لتأجير 
السيارات والباقي من معرض 11 فإذا كان نسبة 9/0 8 من سيرات المعرض [1 
ونسبة 90 5 من سيارات المعرض 11 تتعرض للأعطال خلال فترة التأجير . ركب 
أحد الموظفين سيارة من هذه السيارات » أوجد احتمال حدوث عطل . وإذا علمت أن 
الشركة قررت إفاء التعاقد مع المعرض الذي يحدث عطل في إحدى مسيرته وحدث 
بالفعل عطل في أحد السيارات فما هو احتمال أن يتم إفماء التعاقد مع المعرض 11 . 


ا" 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط والاستقلال 
6 ”"- يتنافس ثلاثة أشخاص في سباق عالمي للسباحة » وكانت احتمالات الفوز لهم 0.3 
للأول و0.5 للثانئ و 0.2 للغالث . وإذا كان احتمال تحطيم الرقم العالمي السابق 
إذا فاز الشخص الأول هو 0.5 وإذا فاز الشخص الثاني هر 0.6 وإذا فاز 
الشخص الثالث هو 0.4 . 
١‏ - أوجد احتمال عدم تحطيم الرقم العالمي السابق . 
؟ ‏ إذا حدث تحطيم للرقم العالمي السابق فما هو احتمال أن يكون الشخص الأول قد 
فاز بالمباق ؟ 
- إذا لم يحدث تحطيم للرقم العالمي السابق فما هو احتمال أن يكون الشخص الثاني قد 
خسر السباق ؟ 
- مصنع للسيارات في سنة ما انتج 5000 سيارة من أربعة ألوان منها 1000 سيارة 
حمراء ء 1500 سيارة بيضاء » 1750 سيارة زرقاء » 750 سيارة خضراء . تم اكتشاف 
عيب في نظام التبريد في 750 سيارة من هذا الإنتاج منها 100 سيارة مرء ؛ 120 
سيارة بيضاء , 0 سيارة زرقاء والباقي من السيارات الخضراء . اخترنا سيارة عشوائياً 
من هذا الإنتاج لوا ابيض . ما هو احتمال أن يكون يما عيب في نظام التبريد ؟ 


م"- ثلاثة صصاديق متشافة تحتوي على كرات ملونة كما بالجدول الآي : 


الكرات ظ الصندوق 1 ظ الصندوق 11 
5ك مك الك اكد 
للد نكم تكله 
3 لقا ا الال كد 
تم اختيار صندوق عشوائياً وسحبت منه كرة » أوجد 
١‏ - احجمال أن تكون الكرة المسحوبة حمراء . 
؟ - إذا وجدنا أن الكرة المسحوبة حمراء فما هو احتمال أن تكون من الصندوق 11 . 
"# - إذا وجدنا أن الكرة المسحوبة بيضاء فما هو احتمال أفها ليست من الصندوق 111 . 


"4 


مادئ الاحتماللات 


8" مجموعة أقلام وزعت عشوائياً وبالتساوي على أربعة أشخاص (1, © , 8 ,ل ويما 
4 قلم أزرق . 4 أقلام حمراء فإذا علمت أن الشخص 8 لديه قلم أحمر واحد فأوجد 
-١‏ احتمال أن الشخص ) يكون معه الأقلام الحمراء الثلاثة الباقية 
17- احتمال أن الشخص 4ر لا يكون معه أياً من الأقلام الحمراء الثلاثة الباقية . 
- احتمال وجود قلم “مر مع كل من الأشخاص 18 , © , ل . 


7 أربعة صناديق متشايمة تحتوي على كرات ملونة يحتوى الأول على 10 كرات منها‎ - ٠ 
بيضاء والباقي حمراء ويحتوى الثااي على 15 كرة منها 9 بيضاء والباقي سوداء و#سصوى‎ 
20 الثالث على 16 كرة منها 9 بيضاء . 5 حمراء والباقي سوداء ويحتوى الرابع على‎ 
كرة منها 8 بيضاء . 7 حمراء والباقي سوداء ؛ اختير صددوق من الصناديق الأربعة‎ 
عشوائياً وسحبت منه كرة بشكل عشوائي . أوجد احتمال سحب كرة بسوداء , وإذا‎ 
كانت اذكرة المسحوبة بيضاء فما هو احتمال أن تكون من الصندوق الرابع‎ 


: ستة صناديق متشايمة تحتوي على مصابيح كهربائية كما بالجدول الآ‎ -1١ 


لك 
3ن اكد الك قلخ ااتك اك 


القي حجر نرد متزن مرة واحدة وتم سحب مصباح عشوائياً من الصندوق الذي يحمل 
الرقم الظاهر على وجه حجر النرد . أوجد 

. احتمال أن المصباح سليم‎ -١ 

؟- احتمال أن المصباح سحب من الصندوق الرابع إذا عُلم انه مصباح معيب . 

#- احتمال أن المصباح محب من صندوق يحمل رقم فردى إذا عُلم انه مصباح سليم . 
4- احتمال أن المصباح سحب من صندوق يحمل رقم زوجي إذا عُلمِ انه مصباح معيب. 


ا" 


١‏ لفصا الرابع الاحتمال المشروط والاستقلال 


؟4- إذا كانت محتويات صندوقين كما بالجدول 
2 الاق اط 5172 مده 


اخصير أحد الصندوقين عشوائياً وأخذت منه ساعة بطريقة عشواليةءارسم 
شجرة الاحتمال للتجربة وأوجد ما يأب : 

. احتمال أن الساعة التي أخذت كانت ساعة ذهبية‎ - ١ 

؟- احتمال أن الساعة التي أخذت كانت ساعة فضية . 


احتمال أن الساعة التي أخذت كانت من الصندوق الثاني إذا علم أنها فضية . 


* 4 - لديئا ثلاثة صناديق تحوي كرات ملونة موزعة كما بالجدول الموضح » اخترناأحد 
الصناديق بطريقة عشوائية وسحبنا منه كرة عشوائياً . 


ارسم شجرة الاحتمال للتجربة واسسسمتج منها ما يأ : 
-١‏ احتمال أن تكون الكرة المسحوبة حمراء . 
؟- إذا كانت الكرة المسحوبة حمراء فما احتمال أن تكون من الصندوق إل . 


ك/ا؟ 


مبادذئ الاحتمالاات 


5 4-كيس يحتوى على ثلاث قطع نقود اثنتان عاديتان وواحدة ذات صورتين . اختيرت قطعة 
من الكيس بطريقة عشوائية ثم ألقيت , إذا ظهر وجه الصورة فإن القطعة نفسها تلقى 
مرة أخرى بينما إذا ظهر وجه الكتابة فأننا نختار قطعة نقود من القطعتين المتبقيتين بالكيس 
ثم تلقى » أوجد 
١‏ - احتمال ظهور الصورة في المرتين . 
" - احتمال عدم ظهور الصورة في المرة الثانية . 


ه4- يحتوي وعاء 4 على < كرة حمراء 982 كرة بيضاء ويحتوي وعاء 18 على 2 كرة 
حمراء , 897 اكرة بيضاء. 
-١‏ إذا اخمير وعاء عشوائياً وسحب منه كرة عشوائياً فما احتمال أن تكون خمراء. 
؟ - إذا سحبت كرة عشوائياً من الوعاء 4 ووضعت في الوعاء 18 ثم سحبت كرة 
عشوائياً من الوعاء 188 فما هو احتمال أن تكون الكرة المسحوبة ثانيا بيضاء . 


45-صندوق يحتوى على 10 كرات منها 3 كرات حمراء والباقي كرات بيضاء . سحبت 
كرة عشوائيا من الصددوق بدون إرجاع وأضيفت كرة من اللون المخالف للكرة 
المسحوبة وسحبت بعد ذلك كرة ثانية من الصندوق . أرسم شجرة الاحتمال للتجربة 
وأوجد ما يأيَ : 
١‏ - احتمال أن تكون الكرتان من اللون الأبيض . 
* - احتمال أن تكون الكرتان من نفس اللون . 
"* - احتمال أن تكون الكرة في السحب الثاني جمراء . 
» - احتمال أن تكون الكرتان مختلفتان في اللون . 


!4 -صندوق يحتوى على 22 كرة منها 9 كرات خمراء والباقي كرات بيضاء. سحبت 
كرتين عشوائيا على الترتيب واستبعدتا من الصندوق دون النظر إلى ألوافها وبعد ذلك 
سحبت كرة ثالغة عشوائياً من الصندوق ووجد أنها بيضاء , ما احتمال أن تكون الكرتان 
اللعان سحبتا أولاً من اللون الأجمر ؟ 


يفف 


١‏ لفصا الرابع الاحتمال المشروط والاستقلال 

- صندوق يحتوى على 9 كرات حمراء ؛ 7 كرات بيضاء , 6 كرات زرقاء تم سحب 
كرتان من الصددوق بطريقة عشوائية واحدة تلو الأخرى وبدون إرجاع . أرسم شجرة 
الاحتمال للتجربة وأوجد ما يأن : 

. احتمال أن تكون الكرتان من اللون الأبيض‎ - ١ 

؟ - احتمال أن تكون الكرتان من نفس اللون . 

# - احتمال أن تكون الكرة في السحب الثاني حمراء . 
» - احتمال أن تكون الكرتان مختلفتان في اللون . 

8- يحتوي صندوق ف على 15 ورقة مرقمة من 1 إلى 15 ويحتوي صندوق 8 على 8 
ورقات مرقمة من 1 إلى 8 ؛ اختير صندوق بطريقة عشوائية وسحبت منه ورققةء 
باستخدام شجرة الاحتمال للتجربة أوجد 
١‏ - احتمال أن تكون الورقة المسحوبة تحمل رقم فردى . 
- إذا كان رقم الورقة المسحوبة فردياً فأوجد احتمال أفها سحبت من الصندوق 8 . 

٠ه-‏ صندوقان متشايان , يحتوى الصندوق الأول على 10 كرات حمراء . 12 كرة 
بيضاء ويحتوى الصددوق الثاي على 20 كرة حمراء . 9 كرات بيضاء . تم اخيار 
صندوق بطريقة عشوائية ثم سحبت منه كرة عشوائياً ووضعت في الصندوق الآخر بدون 
النظر إلى لوا ثم سحبت كرة من هذا الصددوق الآخر . ارسم شجرة الاحتمال للتجربة 
واستنتج منها ما يأب : 

١‏ - احتمال أن تكون الكرتان في السحب الأول والثا من اللون الأحمر. 

؟ - احتمال أن تكون الكرتان في السحب الأول والثابي من نفس اللون. 

" - احتمال أن تكون الكرتان في السحب الأول والثاب مختلفتا اللون. 

4- احتمال أن تكون الكرة في السحب الثاني بيضاء . 

ه- احتمال أن تكون الكرة ني السحب الثابئ حمراء بشرط أن الكرة في السحب الأول 
كانت حمراء. 

5 - احتمال أن تكون الكرة في السحب الثاني بيضاء بشرط أن الكرة في السحب 
الأول كانت من الصندوق الثاني . 


نمض 


مبادئ الاحتمالات 


1- صندوقان متشابمان » يحتوى الصندوق الأول على 10 كرات مراء .ع 12 كرة 
بيضاء ويحتوى الصندوق الثاني على 20 كرة حمراء ‏ 9 كرات بيضاء . ثم اختيار 
صندوق بطريقة عشوائية ثم سحبت منه كرتان عشوائياً ووضعتا في المندوق الآخر 
بدون النظر إلى لوفما ثم سحبت كرة من هذا الصندوق الآخر . ارسم شجرة الاحتمال 
للتجربة واستتج منها ما يأب : 

. احتمال أن الكرتان في السحب الأول والكرة في السحب الثاني بيضاء‎ - ١ 
؟ - احتمال أن الكرتان في السحب الأول والكرة في السحب الثاني من نفس اللون.‎ 
. احتمال أن تكون الكرة في السحب الثاني بيضاء‎ -# 
احتمال أن الكرة في السحب الثاني “مراء بشرط أن الكرتان في السحب الأول‎ -4 
. كانتا مختلفتا اللون‎ 
ه- احتمال أن تكون الكرة في السحب الثاني بيضاء بشرط أن الكرتان في السحب‎ 
. الأول كانتا من الصددوق الأول‎ 


؟ هديحتوي صندوق 4, على 5 كرات حمراء » 3 كرات بيضاء ويحتوي صندوق 8 على 
كرة حمراء وكرتان بيضاء . ألقي حجر نرد متزن فإذا ظهر عدد يقبل القسمة على 
3تسحب كرة من الصندوق 4 وتوضع في الصندوق 8 ثم تسحب كرة من الصندوق 
8 وخلاف ذلك تسحب كرة من الصندوق 13 وتوضع في الصندوق 4 ثم تسحب 
كرة من الصندوق 4 . ارسم شجرة الاحتمال للتجربة واستنتج منها ما يأ : 
١‏ احتمال أن تكون الكرتان من اللون الأبيض . 
؟ ‏ احتمال أن تكون الكرتان من نفس اللون . 
#- احتمال أن تكون الكرة في السحب الثاني حمراء . 


*ه- في تجربة إلقاء عملة معدنية متزنة ثلاث مرات نفرض أن الحدث 4 هو ظهور صورة 


في الرمية الأولى ونفرض أن الحدث 18 هو ظهور صورة في الرمية الثانية ونفرض أن 
الحدث © هو ظهور صورة في الرمية الثالنة . وضح استقلال الأحداث © ,8 ,4 . 


ا 


الفصم الرابع الاحتمال المشروط والاستقلال 

ه- صندوق يحتوى على 9 كرات حمراء ,5 كرات بيضاء . تم سحب كرتان من المندوق 
بطريقة عشوائية واحدة تلو الأخرى .نفرض أن الحدث 4 هو أن تككون الكرة الأولى 
حمراء ونفرض أن الحدث 18 هو أن تكون الكرة الثانية بيضاء . 
١‏ - إذا كان السحب مع الإرجاع هل الحدثان 8 ,4 مستقلان ؟ 
؟ - إذا كان السحب بدون إرجاع فهل الحدثان 8 , 4 مستقلان ؟ 


هه- إذا كان الحدث 4 يعنى أن للعائلة أطفال من الذكور والإناث والحدث 8 يعنى أن 
للعائلة ولد واحد على الأقل . والحدث © يعنى أن للعائلة ولد واحد على الأكشر . 
وضح استقلال الأحداث © , 13 , 4 في الحالات الآتية : 
١‏ - إذا كان للعائلة ثلاثة أطفال . 
؟ - إذا كان للعائلة طفلان . 

5ه-في تجربة إلقاء حجر نرد مرتين » نفرض الحدث 4 هو أن يظهر في الرمية الثانية أيأً من 
الأرقام 1,2,5 ونفرض الحدث 13 هو أن يظهر في الرمية الثانية أي من الأرقلم 
6 ونفرض الحدث )© هو أن مجموع ما يظهر في الرميتين أقل من 9. وضصح 
استقلال الأحداث © , 2 , 4م . 


لاه-الشكل المعطى يوضح دائرة كهربائية ذات أربعة مفاتيح مستقلة عن بعضها البنعض 
سواء في الغلق أو الفتح واحتمال الفتح هو م واحتمال الغلق هو 7-1 


أوجد احتمال عدم مرور التيار بالدائرة الكهربائية . 


ليا 


مبادئ الاحتمالاات 


4ه-الشكل المعطى يوضح دائرة كهربائية ذات ستة مفاتيح مستقلة عن بعضسها البنعض 
سواء في الغلق أو الفتح واحتمال الغلق هو م واحتمل الفتح هو 1-م 


سس 
1 


ا 
4 2 
6 
لوب "للشب “""#التطة ‏ 
5 3 
أوجد احتمال مرور التيار بالدائرة الكهربائية . 

8- في تجربة اختيار عددا عثوائياً من مجموعة الأعداد ‏ ( 1000, ... ,1,2,3) 
نفرض أن الحدث 4 هو اختيار عدد يقبل القسمة على 3 والحدث 8 هو اختيار عدد 
يقبل القسمة على 4 و الحدث ') هو اختيار عدد يقبل القسمة على 6 . 

-١‏ هل مجموعة الأحداث '), 8 , 4 مستقلة مثنى مثنى ؟ 
؟- هل مجموعة الأحداث '), 2 , 4 مستقلة ؟ 


5 إذاكان 0.4 -(4)< .2 0.5-(4 |©)5 , 0.4-© أم)م 
١‏ - هل 4.60 مستقلان ؟ 
؟ - ماهواحتمال © ؟ 
#«- أوجد (©6ل]2)4 . 


-"١‏ يصل شخص إلى مكتبه كل يوم في وقت عشوائي بين الساعة الثامنة 8:00 والساعة 
التاسعة 9:00 صباحا . نفرض أن الحدث 4 هو أن يصل هذا الشخص إلى مكتبه غدا 
بعد الثامنة بعشرة دقائق على الأكثر ونفرض أن الحدث 8 هو أن يمل الش خص لبلى 
مكتبه غدا قبل الساعة 8:30 ونفرض أن الحدث © هو أن يصل الشخص إلى مكتبه 
إها بين الساعة 8:15 والساعة 8:30 أو بين الساعة 8:45 والساعة 9:00 صباحا . 
هل مجموعة الأحداث !4,8,0 ) مستقلة مننى مننى أم مستقلة ؟ 


"848١ 


الفصل الرابع - الاحتمال المشروط والامتقلال 
19> -أحد فرق كرة القدم في أي مباراة يلعبها يكون احتمال فوزه 0.7 واحتمال تعادله 0.2 
واحتمال خخسارته 0.1 فإذا لعب هذا الفريق أربع مباريات فأوجد ما يأي : 
-١‏ احتمال فوز الفريق في المباريات الأربعة . 
9 احتمال فوز الفريق في مباريتين على الأقل . 
*- احتمال فوز الفريق في مباريتين على الأقل وعدم هزعته . 
4 - احتمال عدم فوز الفريق في أي مباراة . 
ه- إذا كان الفريق يحصل على ثلاث نقاط في حالة الفوز ونقطة واحدة في حالة التعلدل 
ولا يحصل على أي نقطة في حالة الخسارة فأوجد احتمال أن الفريق يحصل على 9 
نقاط على الأقل في مجموع الباريات الأربعة . 


57 -امتحان في مقرر اللغة الإنجليزية به 20 سؤال , العشرة أسئلة الأولى بنقام الصواب 
والخطأ 12156 - 2016 والأسئلة البافية بنظام الاختيار من متعدد ععلمطء ع1م 10111 
حيث لكل سؤال ثلاث إجابات منها إجابة واحدة فقط صواب . أحد الطلاب لم يكن 
مستعد للاختبار وأجاب على جميع الأسئلة بالتخمين . أوجد 
١‏ - احتمال أن تكون الإجابة صواب على جميع الأسئلة . 
؟- احتمال أن تكون الإجابة خطأ على جميع الأسئلة . 
- احتمال أن تكون الإجابة صواب على الأسئلة الزوجية وخطأ على الأسئلة الفردية . 
4- إذا كان النجاح في الاختبار يتطلب أن تكون الإجابة صواب على 5 أسئلة على 

الأقل من الأسئلة الستة الأولى بنظام الصواب والخطأ وعلى 3 أسئلة على الأقل مسن 
الأسئلة الأربعة الباقية بنظام الاختيار من متعدد فأوجد احتمال رسوب هذا الطالب . 


4 “-في أحد الأيام قام مندوب مبيعات لأحد شركات الأدوية بالمرور على 16 صيدلية لعرض 
أنواع أدوية من إنتاج الشركة فإذا كان احتمال أن يتعاقد على توزيع الأدوية لكل من 
الصيدليات يساوى 0.1 فما هو احتمال أن يتعاقد على توزيع الأدوية مع صيدلية 
واحدة على الأقل في هذا اليوم . 


درا 


مبادئ الاحتمالاات 


ملحق 
المحجموعات 5ا)ع5 


1 مقدمةت 1:0010160100| 
مفهوم المجموعة يستخدم كثيراً في الرياضيات فالطلاب يدرسون نظرية امجموعات بشكل 

أو بآخر ني جميع المستويات في الرياضيات بدءاً من المدرسة الابتدائية وصولاً إلى الجامعة حتى 
أنه يمكدنا القول بأن نظرية المجموعات تمثل فكرة موحدة تربط كل فروع الرياضيات بل واكثر 
من ذلك فهي تعتبر وسيلة ناجحة جدا لتوحيد لغة الرياضيات . وفى المفهوم الرياضي فإن كلمة 
مجموعة 5866 تطلق فقط على التجمعات من الأشياء المتمايزة والمعرفة تعريفا ججداً وهذه 
الأشياء تسمى عناصر المجموعة 6162101145 وهى محددة تحديدا دقيقاً لا يقِا الغمرض 
بمعنى أنه لأي عنصر فإننا نستطيع الحكم على ما إذا كان العدصر موجود ضمن عداصر امجموعة 
أم غير موجود , ومن أمثلة المجموعات : 

- مجموعة كتب الرياضيات فى مكتبة كلية التربية بجامعة عين تمس . 

مجموعة أسماء الطلاب بالفصل . 

- تجموعة شهور السنة الميلادية . 
بينما " أسماء الطلاب طوال القامة بالفصل " لا تمثل مجموعة لأهُا غير معرفة تعريفا جيدا 2 
ويرمز للمجموعة بأحد الحروف الكبيرة ... ,8,0 ,4 بينما يرمز لعناصر المجموعة بالحروف 
الصغيرة ... , © , 8 ,8 وإذا كان العنصر م ضمن عناصر المجموعة 4 فإنَا نقول أن 
العنصر 2 ينتمي إلى المجموعة 4 ويكتب 4 >2 حيث الرمز » يممثل الانتماء أما إذا كان 
العصر 2 ليس من ضمن عناصر امجموعة 4 فإننا نقول أن العنصر 8 لا ينتمي إلى المجموعة 
ه ويكتب 4 »© 2 حيث الرمز # يمثل عدم الانتماء . ويمكن وصف المجموعة بكتابة 
عناصرها بين قوسين من النوع ( ) على أن توضع فواصل بين العناصر ؛ وترتيب العاصر 
داخل امجموعة ليس له أهمية وكذلك تكرار عنصر ف المجموعة لا يفير مرنالمجموعة لان 


يذ 


ملحق - المجموعات 


العبرة بالعساصر المختلفة داخ ل المجموعة وتسمى هذه الطريقة لوصف الججموعة بطريقة 
السرد أو القائمة فمثلا المجموعة إنا,82,6,1,0) هي نفسها المجموعة (لار0 و أولا,0 رقرع ,8 
وإذا كانت المجموعة تحتوى على عناصر كثيرة فإندا نستخدم ثلاث نقاط , ... » لوصف أن 
المجموعة تحتوى على عناصر أخرى ومن السهل على القارئ تقديرها ومعرفتها بسهولة فمشلا 
إذا كانت 4, هي مجموعة الأعداد الصحيحة من العدد 1 إلى العدد 100 فإنه يمكن كتابة 
بالصورة [100, ...,1,2,3]-4 ولأي مجموعة 58 فإن عدد عناصرها يرمر 
له بالرمز ( 5 )2 وعندما يكون © >( 2)5 فإن المجموعة 85 تسمى مجموعة منتهية 
)5 815116 وخلاف ذلك فإن المجموعة 5 تسمى مجموعة غير منتهية ]56 1112116 
فمثلا المجموعة |100, ... ,1,2,3 |-4 مجموعة منتهية وعدد عناصرها 100 - (4 )7 
بينما المجموعة | ... ,6 ,2,4 |-188 مجموعة غير منتهية ويرمز لذلك © - (5)13 . وإذا 
كانت المجموعة لا تحتوى على أي عنصر فإهها تسمى بالجموعة الخالية ويرمز لها بالرمر © أو 
بالرمز [ ] فمثلا إذا كانت 5 هي مجموعة الأعداد الصحيحة الأكبر من 5 واصغر من 3 
فإن 5 تكون هي المجموعة الخالية . وتوجد طريقة ثانية لوصف المجموعات تسمى بطريقة 
الصفة المميزة حيث يتم كتابة أحد عناصر المجموعة مع ذكر الصفة المميزة للمجموعة ويعبر 
عنها بالصورة [0)م |) وتقرأ مجموعة العناصر < التي تحقق الخاصية (<) م والمتغير » 
يمثل عنصر اختياري من عناصر المجموعة والخط الرأسي " | " يعنى حيث أن فمثلا 
- مجموعة شهور السنة الميلادية يعبر عنها بالصورة [ 2 اسم شهر في السنة الميلادية | 6 ) 
- مجموعة الأعداد الزوجية يعبر عنها بالصورة 2 |[ <2 عددزوجي |*) 
- مجموعة حل المعادلة 9-0 ثم يعبر عنها بالصورة / 0 -2-9خ اا : 
- مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة الأقل من 10 يعبر عنها بالصورة 

)*| عدد صحيح موجب أقلمن عشرة‎ [٠ 
وإذا كانت 83 , ل مجموعتان غير خاليتان فإن حاصل الضرب الديكاريَ للمجموعة له في‎ 
المجموعة 13 يكون مجموعة يرمز ها 13 8 وتعرف بالصورة‎ 

6 م 44 عع | (ورع)!- ظعم 


فمثلا إذا كانت إطرة )82 , [1,2أحى فإذ[ (ط,1,8(,)1,0(,)2,3(,)2))-8جق 


5285 


مبادئ الاحثمالاات 


-] نك الجزئية 15ع055ا5 

إذا كانت 4,8 مجموعتان بحيث أن كل عنصر في المجموعة 4 موجود أيضا في المجموعة 
2 عأي إن امجموعة 4 محتواه بالكامل في المجموعة 2 . في هذه الحالة يقال أن المجموعة 
مجموعة جرئية )501056 من المجموعة 8 ويرمز لذالك 8 ح 4 أو 4 تح 5 . 
وإذا كانت 8 ح ل ولكن يوجد عنصر واحد على الأقل في المجموعة 8 وغير موجود 
في المجموعة 4م في هذه الحالة يقال أن 4م مجموعة جزئية فعلية 6عو6نا8 6م270 من 
المجموعة 8 ويرمز لذلكن 8 ح 4 أو 4 <ت ‏ . وحيثإ المجموعةالخالِة 
© لا تحنوى على أي عنصر إذن لا يمكن إيجاد عنصر في امجموعة الخالية 4 وغير موجود 
في أي مجموعة ‏ وبالتالي فإن المجموعة الخالية 4 تكون مجموعة جزئية من أي مجموعة م 
( له ح © ) كما أن أي مجموعة تكون مجموعة جزئية من نفسها ( 4 ح 4 ) . 
وبفرض المجموعة [ ,4-18 فإن كل المجموعات الجزئية الممكنة من امجموعة م تكون 
(ه).[ه].خ ,© وعددها يساوى 22 وبلمثل للمجمرعة ([ ع, ط. 8-148 
فإن كالالمجمورعات الجزئيةلممكةمنلمجمورعة 8 تكون 
(عرطارإعية رإطية ]وكا أط). زهار8 رك وعددها يساوى 23 وبوجهدعام 
إذا كانت المجموعة 4 تحتوى على 2 من العناصر ( 2 - (4) 2 ) فإن عدد المجموعات 
الجزئية الممكنة من المجموعة م يساوى "2 . ومجموعة كل المجموعات الجزئية الملمكة من 
المجموعة م تسمى مجموعة القرة 5646 2072 للمجموعة ك4 ويرمر ها بالرمزر (4)م . 
مثال ١‏ : تفرض امجموعتان (عطارة)-8 , إنارة )حى إذن ([6] , (] ,ى ,3 |- يهم 
ومجموعة القرة للمجموعة 8 | إعرط | , [ع,8 )و [طرة )وك !, (ط), [ه) ,8 ره )ع (8)م 
ويقال أن المجموعتين 8 , ل متساويتين ويرمز لذلك 18 > 4 إذا وفقط إذا احتويتا على نفسس 
العناصر بمعنى أن كل عنصر في المجموعة 4 موجود في المجموعة 8 | 48 ) وكل عنصر في 
المجموعة 8 موجود في المجموعة 4 [ 4 ح 8 ) . وفى أي مناقشة خاصة با مجموعات فإنه يتحتم 
علينا تعيين مجموعة ثابة بحيث أن جميع المجموعات التي نتعامل معها في المناقشة تكون مجموعلت 
جرئية منها وفى هذه الحالة نسمى تلك المجموعة الثابتة بامجموعة الشاملة )ع5 91و2ء 219ل 
ويرمز لها بالرمز [] وبالتالي فإنه لأي مجموعة 4 فإن لآ 4ه ح © . 


وم" 


ملحق - المجموعات 
م _] قث || عاك 5 )56 


إذا كانت 13 , 4 مجموعتان فإن تقاطعهما هو مجموعة جميع العناصر المشنتركة التي 

تتعمي إلى كل من 18 , ل معا ويرمز لذلك 0188 4 أي إن 

ْ 8>< م عع أ - قله 
واتحادهما هو المجموعة التي تحتوى على جميع العناصر الموجودة ني م أو الموجودة ني 8 أو 
كليهما ويرمز لذلك 85 لاله أي إن 

[8ع بر اوعع اع!- ظلاله 
حيث الرمز .م هو أداة الوصل " و 2080 " والرمر نا هو أداة الفصل " أو 0:2 " وهى من 
أدوات الربط في لغة المنطق ؛ وبوجه عام إذا كانت ب , ... , دق , 4 مجموعات فإن 
تقاطعها يعرف بالصورة 


[( شع , هس>ذ>1 ٠‏ إع | - به١)‏ 
واتحادها يعرف بالصورة 


| بدءء : ه؟ذ>1 3 أنة تعمكا 


ويقال للمجموعتين 8 , 4 إهُما منفصلتين إذا وفقط إذا كان ©4)[8-4 ومكملة 
المجموعة 4 في المجموعة الشاملة [] يرمز لها 'م وتعرف بأها مجمورعة كل العساصر 
الموجودة في [] والغير موجودة في المجموعة م أي إن 

دذع:ع ,م لاآاءعع اعا دنم 
ونلاحظ أن مكملة [] تكون المجموعة الخالية © ( © - '] ) ومكملة © تكون 
المجموعة الشاملة [] ([] - '© ) ولأي مجموعة م فإن 4 - "له . والفرق بين 
المجموعتان 13 ,ل يرمز له 4-18 ويعرف كالآن : 

[ عدم محعم زء اد هه رمم- 

والفرق المتمائل بين المجموعتان 13 , 4 يرمز له 18 4 4 (ويقرأ 4 دلعا 8 ) ويعرف كالآن 

(ى-8)لا(8-ه)- قحم 


مدنا 


مبادئ الاحتمالات 


مثال ؟ : 


نفرض اجموعة الشاملة ( 8 رع ,1 ,» ,0 ,© و و4828 -[1 ونفرض المجموعات 
لطى كيل رط)ة©,(لرعءرط) ع ظ رولطرلرءرة)دم4 
في الجدول الآن نضع بعض العمليات على المجموعات 86 و3 
لىع 4018-1 

لطبل !ع 06م 
(0.ط)ع-©0ظ 0 

[طبلرءرطرة )- ظلاه4 
لطرقيلرءرطرة!-6©لام 

لطرقرة عوط !ع علاظ 
م [طرة) ع 8-م 
[(10-ه-8 
(ع1- ) ك1 
| زعرطرة!- 48م 
- زع.1رءوط! ع '4 

[طوع, و6 82 - 8 
زطرع. .عوط 0 ع 'آلا'/ة4 
'ظلائة د | طرع, 4رءرطروةآاع (8مه) 
[ ع.ا.ء 80 

'8منه - زع.ىى,ء )- (ظلاه) 
خم [14- 40806 
لتنطيةىءورطرة! - ©لاهلاهة 
له رق 1ك [غ1 شنها ا 
(ع.ء)- كعناظلاه) 

( هو 2د(©لا8)-هم 
[عء.ة]!-©-زقلاه) ‏ 

زطرةرة!ع(©-401)8 


يخا 


اتححودة 


ملحق - المجموعات 


#-أشكال فن 013013005 دعلا 

جون فن عالم رياضى إنجليري ( 1577-1487 ) . وهو أول من استخدم الأشكال 
لتمثيل المجموعات . وأشكال فن ما هي إلا وسيلة تعليمية بسيطة لتوضيح العلاقة بين 
المجموعات . وهى تساهم في تصور وأدراك وحل الكثير من الصعوبات المتعلقة بالمنطق ونظرية 
المجموعات . وف أشكال فن كثيرا ما نستخدم الشكل المستطيل ليمثل المجموعة الشاملة [1 
بينما توضع المجموعات الجزئية على هيئة أشكال بيضاوية أو دائرية داخل هذا المستطيل . وى 
الأمثلة الآتية نبين كيفية استخدام أشكال فن في توضيح العلاقة بين المجموعات . 
مثال 7: 
العلاقات © - 18[]) 4 8ح 4خ , موضحة للمجموعتين 8 , ل في أشكال فن الآتية: 


آ 0 
شكل فن يرضح 8 ح 4 حيث نلاحظ شكل فن يوضح © - 8 )م حيث 


أن المجموعة 4م واقعة داخل المجموعة 13 نلاحظ أن المجموعتين 7 , 4 منفصلتين . 


مثال 4 : نفرض امجموعة الشاملة طر مر كر ع, لرء رطو 8 ) > لآ ونفرض امجموعتان 


( لرعرط إحظ,( طرفرءرة)-ق . العلاقة بين المجموعات1[,48,13 موضحة بشكل فن الآن : 


مبادئ الاحتماللات 


نفرض امجموعتان الغير خاليتان 13 , 4م من مجموعة شاملة [1 .العمليات على اجموعات 
التقاطع - الاتحاد ‏ المكملة - الفرق - الفرق المتماثئل ) موضحة في أشكال فن الآتية : 


لآ 0 


لآ لآ 


ملحق - اجموعات 


وعند التعامل مع مجموعتين 19 , 4 من مجموعة شاملة [] . ولكي نتمكن من توضيح 
جميع العلاقات بينهما فإنه يفضلاستخدام شكل فن الآيَ : 


48 يمثلها المنطقة 11 
8 لاق بمثلها المناطقن 11آ1 , 11 , 1 
8 م بمثلها المنطقة 1 


( 8 لا 4 ) بمثلها المنطقة /11 
وعند التعامل مع ثلاث مجموعات ') , 8 , 4 من مجموعة شاملة [] ولكي نتمكن من 
توضيح جنيع العلاقات بينها فإنه يفضل استخدام شكل فن الآنَ : 


©( 118)م بمثلها المنطقة اللا 

( © كا8)لامة بمثلها المناطق ٠,91‏ ,197 , 11 , 1 
8(66 نا ه) بمثلها المناطق ‏ 19/1 ,117,77 

( 8 ناه ) بمثلها المناطق 77111 , 5/11 
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مبادئ الاحتمالاات 


مثال ه : نفرض ثلاث مجموعات 0) , 8 , 4 من مجموعة شاملة [1] . استخدم أشكال 
فن في توضيح المجموعة ( 4 - ©) لا([4018) 
امحل : في شكل فن نقوم بتظليل 8 [0ل ويمثلها المناطق ١‏ , !|1 


ثم نقوم بتظليل 4 -© وممثلها المناطق 11 , ٠/1‏ وبالتالي فإن (هم -© )لا(4)18 ) 
يمثلها الماطق ‏ 11/, 1ل ,, 11 المظللة بالشكل . 
وفائدة أشكال فن لا تقتصر فقط على توضيح العلاقة بين المجموعات وإغا يمكن استخدامها ني 
التعرف على عدد العناصر في المجموعات المختلفة فإذا كانت المجموعة 58 تحتوى على م من 
العناصر المختلفة أي إن 2 > (58) 2 فإنه يمكن توضيح العناصر على شكل فن بطريقتين: 
الطريقة الأولى: يتم فيها كتابة العناصر داخل الدائرة الممثلة للمجموعة © وهذه الطريقة 
تكون صعبة في حالة إذا كانت المجموعة 5 تحتوى على عدد كبير من العناصر. 
الطريقة الثانية: يتم فيها كتابة العدد الممثل لعدد العناصر داخل الدائرة الممثلة للمجموعة 8. 
مثال 5 : 


للمجموعة [ نا , 6,1,0, 8-18 فإنه يمكن توضيح العناصر على شكل فن كالآنَ : 


5-(2)5 زلارهر1آرع,8ة]-8 


ملحق - اجموعات 


مثال /ا : في شكل فن الآيَ 


الأعداد 6 , 9 , 5 , 12 تمثل أعداد العناصر في المناطق /19 , 111 , 1,11 على الترتيب 
ومن الشكل يمكن استنتاج كل هما يأب : 


9+6-5-('2)4 77 - 5 + 12 - (4)م 
6 -12+5+9-(لا4أهس ‏ ., 4 - و + 5 - (2)8 
12+9-21-[(8 44)ه 22 , 5 -(408)م 


نظرية ١‏ : إذا كانت 8 , 4 مجموعتين منتهيتين فإن 
(4018)م -(8)م +( 4ه)م رز( ظ8لاه )م 


وكنتيجة فذه النظرية فإنه إذا كانت 183 , 4 مجموعتين منتهيتين ومنفصاتين فإن 
(8)ه+ زه )ه- زظناح )« وكذلك إذا كانت © , 8 , 4 ثلاث مجموعات منتهية فإن 
زظقه) مدره) مس+رظ) م+ ره) م درك لاظ لاه )مه 
(40806) م +(©80) م درعم4) م- 
وأشكال فن يمكن استخدامها فى حل المسائل التى تحتوى على مجموعات متشابكة من البيانات 
كما نوضح ف الأمثلة الآنية : 
مثال 8 : في مجموعة معينة تتكون من 75 طالب بكلية التربية وجد أن 16 طالب يدرسون 
الرياضيات والفيزياء واللغة الإنجليزية » 24 طالب يدرسون الرياضيات والفيزياء » 30 طالب 
يدرسون الرياضيات واللغة الإنجليزية » 22 طالب يدرسون الفيزياء واللغة الإنجليزية , 
7طلاب يدرسون الرياضيات فقطا 2 10 طلاب يدرسون الفيزياء فقط . 5 طلاب يدرسون 
اللغة الإنجليزية فقط . أوجد ما يأب : 
-)١(‏ عدد الطلاب الذين يدرسون الرياضيات . 
7١‏ ) - عدد الطلاب الذين يدرسون الرياضيات واللغة الإنجليزية ولا يدرسون الفيزياء . 
(7)- عدد الطلاب الذين لا يدرسون أيا من المقررات الغلاث . 
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مبادئ الاحتمالاات 


الحل : هذه المثال يحتوى على مجموعات متشابكة من البيانات لذلك يمكن تمثيلها باستخدام 
أشكال فن . ونلاحظ بالمثال انه يوجد ثلاث مقررات دراسية وبالتالي يكون لديا ثلاث 
دوائر في شكل فن , نفرض المجموعة 4 تمثل مجموعة الطلاب الدارسين لمادة الرياضيات ؛ 
المجموعة 83 تمثل مجموعة الطلاب الدارسين للفيزياء والمجموعة © تمثل مجموعة الطلاب 
الدارسين اللغة الإنجليزية .ومن المفضل أن نبدأ مع البيانات الأكثر وضوحا والتي يمكن وضعها 
مباشرة داخل شكل فن لتمثل الأساس الذي ننطلق منه لإكمال باقي البيانات داخل الشكل 
وفى هذا المثال نلاحظ أن البيانات الأكثر وضوحا هي الطلاب الذين يدرسون المقررات الثلاث 
وعددهم 16 وهذا يعنى أن المنطقة ل الممثلة لتقاطع المجموعات النلاث ©4)18]1[6 تحتوى 
على 16 عنصر لذلك نضع العدد 16 ف المنطقة 77 . وإذا أخذنا الطلاب الذيسن يدرسون 
الرياضيات والفيزياء وبمدلهم 118) 4 في المنطقتين لا, 11 وعددهم 24 وحيث أن المنطقة /7 
وضع با العدد 16 من قبل إذن يتبقى 8 طلاب وبالتالي نضع العسدد 8 في المنطقة [آ 
وحيث أن 30 طالب يدرسون الرياضيات واللغة الإنجليزية وبمثلهم 6©0[() 4 في المنطقعين 
17 , لا وحيث أن المنطقة لا وضع يما العدد 16 من قبل إذن نضع العدد 14 في المنطقة 
17 وبالمئل نضع العدد 6 ف المنطقة 9/1 لأن 22 طالب يدرسون فيزياء ولغفة إنجليزية 
وحيث أن 7 طلاب يدرسون الرياضيات فقط فانم ينتمون إلى المنطقة 1 وبامتل نفع 10 
طلاب في المنطقة 111 التي تمثل الطلاب الذين يدرسون الفيزياء فقط وكذلك نضع 5 
طلاب في المنطقة 7/11 التي تمغل الطلاب الذين يدرس ون اللغة الإنجليزية فقط . ومجموع 
الأعداد الموجودة في شكل فن 66 وحيث أن عدهد الطلاب في المجموعة يساوى 75 إذن 
يتبقى 9 طلاب في المنطقة 7/111 وبالتالي نحصل على شكل فسن الموضح . والآن يمكسا 
الإجابة عن الأسئلة المطلوبة وغيرها وذلك بمجرد النظر إلى شكل فن الموضح . إذن 


- عدد الطلاب الذين يدرسون الرياضيات‎ - )١( 
45 - 7+8+ 14+ 6 

( ؟ ) - عدد الطلاب الذين يدرسون الرياضيات واللغة 

الإنجليزية ولا يدرسون الفيزياء - 5 + 7+14 > 26 

(” ) - عدد الطلاب الذين لا يدرسون أيا من المقررات 

الغلاث - 9 . 


يلل 


مغال 4 : 
ل جمرعة معينة مكرن من 130 طالت رك التزية رجه أن .100.طالب يدرسزة على 
الأقل واحدة من اللغات الإنجليزية . الفرنسية ء الألمانية . ووجد أن 65 طالب يدرسون اللغة 
الإنجليزية » 45 طالب يدرسون اللغة الفرنسية » 42 طالب يدرسون اللغة الألمانية , 20 
طالب يدرسون اللغة الإنجليزية والفرنسية . 25 طالب يدرسون اللغة الإنجليزية والألماِة, 

5 طالب يدرسون اللغة الفرنسية والألمانية . أوجد عدد الطلاب الذين يدرسون اللغات 
الثلاث ووضح عدد الطلاب في كل من الماطق الثمانية بشكل فن . 
الحل : نفرض ) , 8 , 4 ترمز إلى مجموعات الطلاب الذين يدرسون اللغفة الإنجليزية , 
الفرنسية » الأمانية . وحيث أن 0 طالب يدرسون على الأقل واحدة من اللغات الغلاث إذن 

0-(©لاظهلاة )ه 
وبالتعويض فى القانون 
زقهم) م دل ) م+ رز8) مع ره) م - (ء لا ظلاه ) « 
(0مظمم) 1 +800) 1 -(406) 82 
إذن 
( 268606 )مس + 5 - 25 -20 -42 +45 +65 100 . 
وبالتاني 
8-(4086أ)م 

أي أن 8 طلاب يدرسون اللغات الثلاث . والآن نستخدم هذه النتيجة لملء شكل فن كما 
وضحنا بالمنال السابق » وبالتالي عدد الطلاب في كل من الخاطق الثمانية بشكل فن يكون كما 
ترضح الشكلالان : 
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0 جدادل الانتماء كع اط 3[ مأطعععطدوع الا 


يمكن تعريف جداول الانتماء بطريقة ثمائلة للطريقة التي يعرف بما جداول الحقيقة في المنطق 
فإذا كانت © بي ل وكان ا عنصرا ما فإنه إما أن يكون 4 ع < أو 4 © + 


وإذاعان +ل, خ جموعين غير عاليين وكلة ١‏ اظ | هب ] 
عنصرا ما فإن الجدول الآ يصف الاحتمالات ع ع 
الممكنة لانتماء العنصر-2 << أو عدم انتمائه في 2 ّ 
المجموعتين 8 , مل وجداول الانتماء للعمليات عِ ٍِ 
على المجموعات موضحة كالاب : الف هك الله كه 
اح ل ا ا و 
- 35 6 ع ع6 ح6 ع ِ 
6 3 0 # 2 3 
00 ال 00 || 6 | 
٠‏ جدول الانتماء 2 اكد ع »م | ب 
للمكملة 'م جدول الانتماء للاتحاد جدول الانتماء للتقاطع 
48 مم4 
مم |0 5 ف مم اهم | 8 | 
َي 3 3 و و ع 3 
ع6 2 3 ع« ح ع 3 
ِ ع عِ ِ 2 ٍِ ع 


جدول الانتماء للفرق المتمائل 48 هر جدول الانتماء للفرق 8- 4 )2 4م 8 


نحن 


ملحق - اجموعات 
ونلاحظ من جدول الانتماء للاتحاد 8ل) 4م أن 

678 م لرمعمعع ‏ جح ظلاهع+ 
كما نلاحظ من جدول الانتماء للتقاطع 8 [] 4م أن 

68 ا عع جح 85[)معخع 
ولإثبات أن 8 ح 4 نفرض واج < ونحاول إثبات أن 21 . وتعتبر جداول 
الانتماء وسيلة ناجحة وسهلة جدا لبرهنة الكثير من الخواص والنظريات المتعلقة با مجموعات . 
مثال ١٠١‏ : 


باستخدام جداول الانتماء أثبت أن '4][13 - 4-8 


الخل : 
بعكوين جدول الانتماء 
408 4-8 8 51 )| هم 
ع | 2 3 | > ع 
ِ 3 3 
#2 3 3 3 
ع ع 3 


0 1 


العمودين الرابع والخامس منطبقان كما يظهر بالجدول وبالتالي يتحقق أن 415 - 4-18 
مثال ١١‏ : 


باستخدام جداول الانتماء أثبت أن '8 | '4م - (8مهم) 
الخل : 
بتكوين جدول الانتماء 


4 1 


ِ و 

. 6 

3 ع ع ع6 
3 ع | 3 ]| 


العمودين السادس والسابع منطبقان وبالتالي يتحقق أن 15 | /4 - ( 018 


حل | )| ]| 18| | لس 
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مبادئ الاحتمالاات 
53 1 عا 5 0 ورطع نام 


نفرض أن © , 8 , 4 مجموعات جزئية من مجموعة شاملة [] . في الجدول الآ نعرض قائمة 
من القوانيين تسمى جبر المجموعات ويمكن التحقق من صحتها باستخدام جداول الانتماء . 


قوانين اللاو 
5م 0121م 10611 


قوانين الإبدال دلا - 8 اهم 
2و0 © 4 - 8م 
قوانين الدمج ( ©80) لاه - ©ناز 8لاهم ) 


5 45500130096 ( 0)86غ -©08(0م) 
قوانين التوزيع (علاه )81 ناد )806 )لاه 


وآ ع اتأناط تاوت 6ه اناز8 مل ) - زعناظ ) لم 
قوانين الوحدة اهة-<لالكهة . - شلاف ‏ | 
سآ لوانامء10 | © - 52 )م4 3 لا ع تالاه 


قوانين المكملة 9 د'ذااة . 0 د :هلا4__ )| 
5 ] الع تتاء [ مره © لح كه , ا <2اط , © - اا 

قوانين ديمورجاكت '8 () '4 - زظلاه) 

5[ 01018325 106 "8 لا'ه4 ع ) 8 ه) 


ونلاحظ من الجدول أن هناك تشابه كبير بين قوانين جبر المجموعات وقوانين جبر التقفارير في 
المنطق الرياضي . ويأيَ هذا التشابه من التناظر بين العمليات الأمساسية في جبر المجموعات 
(الاتحاد ل) والتقاطع )١‏ والمكملة ) وأدوات الربط المنطقبة في جبر التقارير ( الوصلى ٠0‏ 
والفصل م والنفي - ) . ونلاحظ في الجدول أن القوانين مرتبة في صورة ثنائيات ( أزواج ) 
وهذا الترتيب يعتمد على مبدأ هام في جبر المجموعات يسمى مبدأ الثنائية ( الترافق ) ويسيسص 
على أن صحة متطابقة ما في جبر المجموعات تقتضي صحة متطابقة أخرى تسمى بلمتطابقة 
الثنائية ( المرافقة ) ونحصل عليها من إحلال ظهور [] ,© ,لا.[) محل ©4ولآ,1[)ولا 
على الترتيب . ونلاحظ فى أزواج القوانين بالجدول أن كل قانون مرافق للآخر . 


"1 


ملحق - اجموعات 


مثال ١5‏ : باستخدام التعاريف اثبت صحة قانون دبمورجان ‏ /1[]'لىم - (8لاه) 
الحل : من شرط تساوى مجموعتان نحاول إثبات 


(ظلاها)ء 08'ه -2 '8م'ه - (ظلاه)-1 
ولإئبات (1) نفرض أن (18 لاه )ع * 
8لاذ ع: (ظلاه)اءع 


+ 
6ع م دذدعع جه 
8ع« م علذاءع جه 
+ 


'8 ]'ه عع 
وبالتالي ينج أن /8 م“ ع (ظلام) 
ولإثبات (2 ) نفرض أن '8 (])'4 ع 
'8ع< ألم ا'ذاءع جا 8 إآال هخ 
28 م دامع جه 
8 زا ذه »مع« ١ه‏ 
زظنا4)اءع» - 
وبالتالي يج أن (8لاه)ء- 4/078 
ويمكن إثبات ما سبق باستخدام التضمين جه كالآي : نفرض أن (40[8 ) ع « 
تالا عع > (ظلاه4)ء>ح 
68 م لك عع جه 
“8ع م 'ذءع جه 
'8 ()'ذه عع جه 
وبالتالي ينتج أن '8من'مه - (ظلاه) . ووفقا لمبدأ الثنائية فإن القانون المرافق 


'8لا'ة - (408) يكون متحقق أيضا . 
مثال ١‏ : باستخدام قوانين جبر ا مجموعات ابت صحة 
©6-(8-ه) - (©لا8 )-ه 


الحل : من تعريف الفرق (علاه) 0ه د(علا8)-م 
قانون دعوزجان ش ("©8'06) 0ه - 
قانون الدمج ' "8'(06 40 ) - 
من تعريف الفرق ْ 0-(4-8) - 
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مبادئ الاحتمالاات 


مثال ١5‏ : 
في الجدول الآيّ نضع بعض المتطابقات في جبر المجموعات ونوضح التطابقة المرافقة لكل منها . 


المتطابقة المتطابقة المرافقة 


© د د'هةإآاهم لا د 'ه زلان4ى 


ك5 اسسمْمات 2 لت ا تت ا 225 
(عنا8 )لاله دعلا( 8لاه ) (عم8) مه -علمزقظلم ) 


(علمه ناز الى )ع (عراظ )اله (عللى )0 ز8 ناه ) - ([80 ناه 


0 


ملحق - اجموعات 


١-إذاكانت‏ [ رع رطرة] -<م4 

(١1)-اكتب‏ جميع المجموعات الجرئية للمجموعة 4 . 

وب) - اكتب جميع المجموعات الجزئية 13 بحيث يكون 8 ج [ طآء 84 : ع8 . 

(ج) - اكتب جميع المجموعات الجرئية © بحيث يكونت 2 > ( ©8)6 . 

(د) - ف الجدول الآتى وضح أى من العبارات الآتية صحيح وأيها خطأ ؟ ولاذا ؟ 
(2) 02 

له ء 09 
رة4)مء 4 


( 8 )مع © 


؟ ‏ اكتب كل من المجموعات الآتية باستخدام الصفة المميزة 
(2,99.. 
(16,25,36,49 


0 
< © م << 


ال || |! لا 


-إذا كانت [»#, ,8-1 , ([4-18,,»,4 فأوجد كل من 
(8عشخام , (8-ما)م , (ظا/هام , (8)م , ححذُ , حرظ , ظحم4 
4 -إذا كانت [ 1,3,5,7,9,11,13,15] - 4 فأوجد (2)3 في كل من 
((2:<17)م(يءعءع) |اء!-ع -2)10 
لدتسا مزيعء) احاح -(2) 


© - إذا كانت (02)1,2,3,4,5,6,9 , ! 2,3,6,12 8-14 , (4-41,3,5,7 مجموعات جزئية 
من المجموعة الشاملة (12, ... ,1,2,3 -11 فأستخدم أشكال فن في إيجاد كل مما يأى: 
"© -8 وى (©6دب8)-ه , (806)لاه , ظلام 
(©نانه) , (عده)منه , (©-'8)له , (8مله4) 


مبادئ الاحتماللاات 


5 - نفرض أن 8,600 , 4 مجموعات جزئية من مجموعة شاملة [1. أستخدم أشكال فن 
في وصف كل من المجموعات الآتية : 
"© 856 .و (0)846ه ., (©-8)ه , 'ظلام 
(©>لنه) , [(عده)لله , (علمه)-ه , (ظمم) 

/ا - نفرض أن © ,8 , هر مجموعات جزئية من مجموعة شاملة [1 . رتب المجموعات 
الآنية بجيث تكون كل واحدة منها محتواة في المجموعة التي تليها : 
ه , © , 18501اى , ©لاظلالذف , الى , ظلال4 

- وضح كل من القوانين الآتية باستخدام أشكال فن ثم أثبت كل منها باستخدام جداول 
الانتماء وكذلك أثبت كل منها باستخدام التعاريف : 


(©لاه)8(0لاه) مه -1 
( ©406)نا( 8 40) ع (©لا8) 0 2 
ار م -3 

ىمع (54لا8 )مه -4 

'8لائه - (8له) 5-2 

844 - 418 ىم 6-2 

(>4ظ)مه حه 8(4دهم) -7 


8 - باستخدام جبر ا مجموعات أثبت كل مما يأ : 
(عناه)نازل8 من ) - ((8'0)نلاه) -1 
© نا( 'ظناه) - (ع80)لاله 2-22 

, في عينة من 225 طالب بأحد الكليات تم سؤال كل منهم عن الألعاب التي يمارسوفا‎ - ٠ 
فإذا كان 62 طالب بمارسون كرة القدم » 53 يمارسون كرة السلة » 65 بمارسون‎ 
العاب القوى .» 19 يمارسون كرة القدم وكرة السلة » 14 يمارسون كيرة القسدم‎ 
والعاب القوى . 21 يمارسون كرة السلة والعاب القوى . 8 لا يمارسون أيا من‎ 
الألعاب الثلاث . استخدم أشكال فن في إيجاد عدد الطلاب الذين بمارسون لعبة‎ 
. واحدة فقط‎ 


ملحق - اججموعات 
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